Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as part of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping thcm find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep il legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whelher any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's information and to makc it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



liber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie ht sdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nickikommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen iigendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



(SD 



icbaften 
!it wird, 
Weitung 



^aik Alis 
W^^ For 



Mangel 
iftlicticD 



ndlieher 
landlun- 

dadurch 

idringen 
.elbe ist 

, welche 

son dem 
ier Ent- 
len und 

1 Bollen 
idlungen 



^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ l'rofessor 

werd Wissen - 

Bcha: ^ilungen 

über ' Matne- 

hli T' MI ' W Willig BBII iJ , Wi llij WiHH i W I I I Dr. 

Groth (München!, für Pflani en physiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Oetwald (Leipsig,. 




Erschienen sind bis jetzt aus dem Gebiete der 

Mathematik: 

Ni. 5. C. F. OaBBS, Fllcheotbeoile. (1827.) Deabch heransg. t. A. Wao- 
gerln. (62 S.) jT — .80. 
" 14. C. F, â&llS8, Dis 4 Beveiae der Zerlegung ganzer algobr. Fanctlo- 
neii etc. (1799—1849.) Her»nsg. v. E. Netto. Mit 1 laX. (81 S.) 
^1.50. 
• 17. A. Bravwg, Abhandlungen über aymmetr. Polyeder. (1849.) Übers, 
und in Qemeingcbaft mit P. Oioth hertuig. von C. n. £. BUbIus. 
MillTaf, (5QS.1 M 1.— . 

I auf der dritten Seita Jaa Umtchlaiat. 



J 



2t5 



^ /^»..-Jei 



ABHANDLÜNO 




flber 



die Systeme von regelmässig auf einer Ebene 
oder im Raum vertheilten Punkten 



von 



o" 



A^°tBRAVAIS, 

Lieutenant zur See nnd Professor an der École Polytechnique. 

(1848.) 



Uebersetzt und herausgegeben 



von 



C. und E. Blasius. 



Mit 2 Tafeln. 






LEIPZIG 

VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 

1897. 



. i 






^^ 



Abhandlung 

über 

die Systeme Yon regelmässig auf einer Ebene oder im 

Raum Tertheilten Punkten 

von 

A. Bravais, 

Lieutenant zur See und Professor an der Écolo Polytechnique. 

Der Académie des Sciences vorgelegt am ll.December 1848.) 



§ I. — Einleitende Definitionen. 

Um ein System von regelmässig im Raum vertheilten 
Punkten zn erhalten, nehmen wir zwei willkürlich gewählte 
Punkte, und verbinden sie miteinander durch eine gerade Linie, 
welche wir nach beiden Richtungen ins Unendliche verlängern. 
Wir besetzen diese Gerade mit einer unbeschränkten Reihe 
anderer Punkte, die alle unter sich äquidistant, und durch 
einen, dem Abstand der beiden Ausgangspunkte gleichen, con- 
stauten Zwischenraum getrennt sind. Das geradlinige System 
dieser äquidistanten Punkte soll im Laufe dieser Abhandlung 
I den Namen »Punktreihe« erhalten. Der fundamentale Ab- 

stand zwischen zwei benachbarten Punkten soll mit dem Namen 

^ »Parameter der Punktreihe« bezeichnet werden. 

^> Wir nehmen eine zweite Punktreihe von demselben Para- 

'ü meter, bringen sie, parallel zur ersten, in eine in Bezug auf die- 

§ selbe willkürlich gewählte Lage, und verbinden diese beiden 
^ Reihen miteinander durch eine geometrische Ebene, welche ihrer 
^ [2] Natur nach in jeder Richtung unbegrenzt ist. Wir besetzen 
diese Ebene mit einer Folge von eben solchen Punktreihen, die 
parallel und äquidistant unter einander sind; wir lassen endlich, 

1* 
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4 A. Bravais. 

nm die Lage dieser Pnnktreîhen za bestimmen, jede derselben 
als Ganzes und in ihrer Längsrichtang gleiten, bis die Punkte, 
welche auf jeder Panktreihe als Ausgangspunkt gedient haben, 
sich auf einer und derselben Geraden befinden, die mehr oder 
weniger gegen die gemeinsame Richtung der Punktreihen ge- 
neigt ist. Wir werden ein solches auf der Ebene vertheiltes 
System von Punkten mit dem Gattungsnamen >Netz« bezeichnen. 

Wir nehmen ein zweites Netz von der gleichen Form 
und Grösse wie das vorige, bringen es auf eine parallele, von 
der ersten durch einen willkürlichen Zwischenraum getrennte 
Ebene, indem wir Sorge tragen, dass alle homologen Linien 
in den beiden Netzen gleich gerichtet sind, was durch eine 
gemeinsame Parallel -Verschiebung aller Theile des ursprüng- 
lichen Netzes bewirkt werden kann. Wir vertheilen eine un- 
endliche Anzahl von gleichen und gleich gerichteten Netzen auf 
einer unendlichen Anzahl von Ebenen, die den beiden ersten 
parallel und äquidistant unter einander sind, und tragen Sorge, 
jedes Netz auf seiner Ebene gleiten zu lassen, bis alle Paukte, 
die als Ausgang dienen, auf einer und derselben Geraden 
liegen, welche noth wendiger Weise ausserhalb der Ebene des 
ursprünglichen Netzes ist. Das so erhaltene Punktsystem soll 
in dieser Abhandlung mit dem Namen »Schaar« bezeichnet 
werden; es ist unbegrenzt nach seinen drei Dimensionen. 

Die Figur l zeigt das Resultat der von uns vorgenommenen 
Operationen. OAA'Ä' . . . ist die erste Panktreihe; die 
Folge der Punkte A, A\ Ä\ . . . muss man sich links über O 
hinaus fortgesetzt denken. BPP . . . bildet die zweite Punkt- 
reihe. Von den Punkten B\ J9", ... gehen andere gleiche und 
parallele Punktreihen aus. Die Ausgangspunkte O, B^ B\ 
B", . . . der Reihen liegen nothwendiger Weise auf einer ge- 
raden Linie. Da alle diese Punktreihen äquidistant sind, so 
ist einleuchtend, dass man 

OB = BB^ = SB' . . . 

hat, so dass OBB'B'\ . . auch eine Punktreihe des Systems 
ist; aber sie unterscheidet sich von OAA'Ä' durch ihre Rich- 
tung, und auch im allgemeinen Fall durch die Grösse ihres 
Parameters, welcher augenscheinlich gleich OB ist. 

Ein zweites Netz, ähnlich dem Netz OAÄÄ\ . . BPP' 
... jB' . . . jB" . . . , hat seinen Ausgangspunkt in 2>, und dehnt 
sich von D in einer Ebene aus, die parallel mit der Ebene 
O^jB ist; seine erste Punktreihe ist DQQ'Q!\ , ., die andern 
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gehen von JS. R\ It\ . . . ans. [3] Diese Punkte sind auf der 
neuen Ebene die Homologen von B^ ß ^ B!\ . . . Die anderen 
Netze des Systems gehen von den Punkten D\ D", . . . aus. 
Alle die Punkte O, D, D\ D", . . . liegen in einer geraden 
Linie, und wegen des gleichen Abstands der parallelen. Ebenen, 
deren jede ein Netz enthält, hat man 

so dass ODD' D" . . . auch eine Punktreihe ist, welche sich aber 
von OAÄÄ', . . und OBB'B" . . . sowohl durch ihre Rich- 
tung, als auch durch die Orösse ihres Parameters unterscheidet. 

Die so erhaltene Schaar zeigt eine regelmässige Verthei- 
lung, welche durch die folgenden Eigenschaften charakterisirt 
ist, die einleuchtend genug sind, um keines Beweises zu be- 
dürfen. 

Keiner der integrirenden Punkte unterscheidet sich von 
den anderen durch irgend welche Eigenthttmlichkeit der rela- 
tiven Lage. 

Die Configuration einer als unbegrenzt gedachten Schaar 
um einen ihrer willkürlich gewählten Punkte ist die gleiche, 
welches auch der angenommene Punkt sein mag. Wenn zum 
Beispiel dieser Punkt zum Anfangspunkt irgendwelcher recht- 
winkeliger oder schief winkeliger Coordinaten genommen ist; 
so wird man um jeden nacheinander zum Ausgang gewählten 
Punkt ähnlich gelegene Punkte mit gleichen Coordinaten 
finden, vorausgesetzt dass bei dem Wechsel des Anfangs- 
punktes die neuen Axen ihre ursprüngliche Richtung bewahrt 
haben. 

Bevor ich weiter gehe, werde ich für die Punkte, welche 
ein Netz oder eine Schaar bilden, eine besondere Bezeichnung 
feststellen. Es ist in der That nothwendig, sie von den rein 
mathematischen Punkten zu unterscheiden, welche an irgend 
einem Orte des Raumes existiren. 

Ich werde sie also Gitterpunkte nennen. Man kann 
ohne Nachtheil, um die Begrifi'e festzulegen, diesen Gitter- 
punkten sehr kleine Dimensionen geben, wirkliche Molécule 
daraus machen und speciell den Mittelpunkten dieser Molé- 
cule, deren polyedrische Form übrigens unbestimmt bleibt, 
den Namen Gitterpunkt ert heilen. 

Ich werde annehmen, diese Gitterpunkte seien unter sich 
durch solche Kräfte verbunden, dass die ganze Schaar eine 
unveränderliche Gestalt, mit constant bleibendem Abstand der 
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Punkte unter sich habe, dass sie indessen fähig sei, sich wie 
ein fester Körper im Raum zu bewegen, sowohl parallel mit 
sich selbst als um [4] eine gegebene Axe, sobald es nöthig 
wird, ihr derartige Bewegungen der Translation oder der 
Rotation zu geben. 

Wenn man das ganze System parallel mit sich selbst 
bewegt, so dass ein Gitterpunkt wie z. B. A, Fig. 1 , an den 
Ort kommt, welchen vorher ein anderer Gitterpunkt B inne 
hatte, so wird jeder der anderen Gitterpunkte gleichfalls einen 
Ort im Räume einnehmen, der bei dem Anfang der Be- 
wegung von einem Gitterpunkte des Systems verlassen wurde. 
Ich sage alsdann, dass durch die allgemeine Bewegung, welche 
der Schaar gegeben ist, der Ort der Gitterpunkte nicht 
verändert ist, oder einfacher dass eine Wiederherstellung 
der Orte der Gitterpunkte stattgefunden hat. 

Solange die Geraden OAA', BPP^ . . . und die Ebenen, 
welche sie vereinigen, im Raum fixirt bleiben, behält die 
Schaar die Kennzeichen des Verfahrens, das angewandt wurde, 
um sie zu construiren. Aber wir können in Gedanken alle 
diese Geraden und alle diese Ebenen unterdrücken, und ver- 
suchen eine umgekehrte Aufgabe von derjenigen zu lösen, 
welche uns soeben beschäftigt hat, eine Aufgabe, die wir im 
Folgenden zusammenfassen. 

Aufgabe I. — Zu einer gegebenen Schaar sollen 
diePunktreihen, Ebenen undNetze gefunden werden, 
welche sie hervorbringen können. 

Nehmen wir aufs Gerathewohl zwei Punkte oder Gitter- 
punkte, wie z. B. und A (Fig. 1), welche der gegebenen 
Schaar angehören, und verbinden sie durch die Gerade OA, 
Wenn es auf dieser Verbindungsgeraden zwischen O und A 
andere Gitterpunkte a, ô, <?, . . . gäbe, die dem System ange- 
hörten, so würden wir den Gitterpunkt a, den nächsten an 
O, besonders ins Auge fassen und Oa wäre dann ein ein- 
facher Theil von OA, Also kann man immer annehmen, 
dass zwischen den beiden gewählten Gitterpunkten und A 
kein anderer dazwischen liegender Gitterpunkt existirt. 

Verlängern wir OA nach beiden Richtungen und nehmen 

AA' :=z OA, A'A" = AA', . . .; 

so werden alle diese Punkte A', Ä\ . . gemäss dem allgemeinen 
Gesetze, welches die regelmässige Vertheilung charakterisirt. 
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unserer Schaar angehören. Dieses erste Verfahren bestimmt 
eine der Punktreihen des Systems. £s ist indessen nöthig 
zu bemerken, dass diese so gefundene Reihe nicht nothwendiger 
Weise eine von denen ist, welche ursprünglich dazu gedient 
haben die Schaar zu construiren. 

Ausserhalb der Punktreihe OAAA^ . . . nehmen wir aufs 
GerathewohL einen Gitterpunkt B und verbinden O mit B\ 
wenn andere Gitterpunkte zwischen und B existirten, 
wtirden wir nur [5] den nächsten an O beibehalten. So 
können wir also immer voraussetzen, dass zwischen und B 
kein anderer Punkt, der dem System der Schaar angehört, 
existirt. 

Nachdem dieses festgestellt, construiren wir über OB 
und OA das Parallelogramm OAPB\ P wird dem Netz 
der Ebene OAB angehören. Nun könnte im Innern dieses 
Parallelogramms im Allgemeinen eine endliche Anzahl von 
Gitterpunkten wie m, t«, . . . existiren, welche dem Netz der 
Ebene angehören. In diesem Fall muss man den Punkt B 
verwerfen und ihn durch denjenigen dieser Gitterpunkte er- 
setzen, dessen Entfernung von OA ein Minimum ist. Nennen 
wir ihn m; ziehen wir von m die Strecke mm! parallel und 
gleich OA und vollenden das Parallelogramm OAm'm, 
Dann wird m' nicht allein dem Netze angehören, sondern 
man kann behaupten, dass das Parallelogramm Om'mA 
weder in seinem Innern noch auf seinen Seiten irgend einen 
Punkt der allgemeinen Schaar zeigt, mit Ausnahme der vier 
Gitterpunkte O, A, m, m' , 

Um die Figur l nicht nutzlos zu compliciren, nehme ich 
das Parallelogramm OAPB wieder auf, und beschränke mich 
darauf anzunehmen, dass der Punkt B mit Rücksicht darauf 
gewählt ist, den beiden folgenden Bedingungen zu genflgen: 

1. Dass zwischen und B kein Punkt der Schaar existirt; 

2. Dass ein solcher ebenso wenig im Innern des über 
OA und OB construirten Parallelogramms existirt. Wir 
haben eben gesehen, dass es immer wenigstens einen Gitter- 
punkt giebt, der diesen Bedingungen genügt. 

Alsdann (können wir, da wir die Parameter OA und OB 
der beiden Punktreihen kennen, nicht nur alle Punkte finden, 
die zu diesen Punktreihen gehören , sondern wir können auch 
durch die Schnittpunkte der beiden durch AA Ä' , . . und 
BB' B* , . . gelegten Systeme von Parallelen das Netz der 
Ebene OAB vollständig wiederherstellen. Wir bemerken, 
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dass dieses Netz nicht nothwendiger Weise dasselbe ist, welches 
im Anfang zur Construction der Schaar gedient hat. 

Nachdem wir nacheinander eine Punktreihe, dann ein 
Netz erhalten haben, wird es uns nicht schwerer werden, das 
ganze System wiederzufinden. 

Wir wollen ausserhalb der Ebene OAB einen Punkt D 
wählen, den wir der Bedingung unterwerfen, dass kein da- 
zwischen liegender Oitterpunkt weder auf der Verbindungs- 
linie zwischen und D existire, noch auf der Oberfläche 
des Parallelogramms AODQ^ noch auf derjenigen des Paral- 
lelogramms BODJR, noch im Innern des Parallélépipèdes 
OAPSQDRB, welches über den Parametern OA^ OB, 
OD als Kanten construirt ist. Man [6] muss sich verge- 
wissern, wie wir es für den Punkt B in dem Falle der 
Ebene gethan haben, dass diese Bedingungen thatsächlich 
erfüllt sind. 

Es giebt ein einfaches Mittel, um direct den Punkt D 
zu erhalten. Es besteht darin, eine geometrische Ebene sich 
parallel mit sich selbst bewegen zu lassen, von einer Anfangs- 
stellung an, in welcher sie mit der Ebene OAB zusammen- 
fällt. Sobald diese Ebene in ihrer Bewegung einen ersten 
Gitterpunkt der Schaar erreicht, nimmt man ihn als den 
gesuchten Punkt an und macht aus der Entfernung OD den 
Parameter der dritten Punktreihe ODD' D" . , . 

Die Lösung, welche wir eben gegeben haben, zeigt, dass 
man die Aufgabe I auf sehr viele verschiedene Arten lösen 
kann, und es ist sogar nicht schwierig einzusehen, dass die 
Zahl dieser Lösungen eine unendliche ist. In der That be- 
sitzt die Ebene DQSR die Eigenschaft, in dem System aller 
ihrer Parallelen so nahe als möglich an der Ebene OABzxi 
sein. Wenn wir irgend einen Gitterpunkt betrachten, wie 
z. B. /S, der dem Netz, das diese Ebene trägt, angehört, so 
ist klar, dass wir die Punktreihe OD durch die neue Punkt- 
reihe OS ersetzen können; wir erhalten alsdann alle Punkte 
der gegebenen Schaar, als Schnitte des Systems der zu OAB 
parallelen Ebenen, mit dem System der Geraden, die parallel 
mit OS durch alle Punkte des Netzes OAA' , , . BB' ge- 
legt sind. 

Ebenso könnte man, indem man OS und OA, oder OS 
und OB als anfängliche Punktreihen nimmt, die Schaar wieder- 
herstellen, indem man als Constructionsmittel das Netz der 
Ebene OAS oder dasjenige der Ebene OBS nimmt, was 
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uns neue Lösungen der Aufgabe gäbe; und da die Zahl der 
Netzpunkte unendlich ist, so ist es die Zahl dieser Lösungen 
ebenfalls. 

Wenn in einem Netz zwei Punktreihen OA und OB 
so beschaffen sind, dass kein einziger Oitterpunkt in das 
Innere des Parallelogramms fällt, weiches über den Para- 
metern OAj 0£ dieser Pnnktreihen construirt wird, so nenne 
ich diese Punktreihen conjugirt, und in dem Falle, wo sie 
zu Coordinaten-Azen gewählt würden, sollen sie den Namen 
conjugirte Axen erhalten. 

Das System der Punktreihen, welche parallel zu zwei 
conjugirten Punktreihen OAA\ . ., OBB' . . . liegen, schneidet 
das Netz in parallelogrammatische, unter einander gleiche 
Felder. Ich werde dieses Parallelogramm [OAPB Fig. 1) 
(OAmB Fig. 2) Grundparallelogramm oder parallelo- 
grammatische Masche des Netzes nennen. 

Der nicht allseitig begrenzte Raum, welcher zwischen einer 
Punktreihe wie OAA'A", . . und ihrer [7] nächst benachbarten 
BPP* (Fig. 1) begriffen ist, soll den Namen Streifen er- 
halten. Der Streifen ist dadurch charakterisirt, dass niemals 
irgend ein Gitterpunkt in seinem Innern existirt, sondern nur 
auf den beiden Geraden, die ihn begrenzen. 

Die beiden parallelen Punktreihen, welche einen Streifen 
einschliessen , sollen angrenzende genannt werden. Jeder 
Punktreihe entsprechen zwei angrenzende Punktreihen, welche 
in Beziehung auf die gegebene Punktreihe auf entgegenge- 
setzten Seiten liegen. Die Ebene eines Streifens, oder von 
zwei parallelen Punktreihen, oder allgemeiner, die Ebene, 
welche drei Gitterpunkte enthält, die nicht auf gerader Linie 
liegen, soll Netzebene genannt werden. Sie trägt auf ihrer 
Oberfläche ein vollständiges Netz von Gitterpunkten. 

Wenn die Parameter von drei Punktreihen OA^ OB, 
(Fig. 1) im Räume als Kanten eines, sowohl in seinem 
Inneren wie auf seinen Seitenflächen von jedem Gitterpunkt 
freien Parallélépipèdes dienen können, werde ich diese drei 
Punktreihen mit dem Namen conjugirte Punktreihen be- 
zeichnen, und in dem Falle, wo man sie als Coordinatenaxen 
gebrauchen wollte, mit dem Namen conjugirte Axen. 

Die drei Ebenen, welche diese Punktreihen paarweise 
verbinden, sollen conjugirte Netzebenen oder conjugirte 
Ebenen genannt werden. 

Eine Punktveihe soll zu der Netzebene conjugirt 
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heîssen, wenn zwei in Bezug auf das Netz dieser Ebene con- 
jugirte P^anktreihen auch zu der gegebenen Punktreihe con- 
jugirt sind. Der nicht allseitig begrenzte Raum, welcher zwi- 
schen einer Netzebene und der nächsten unter den ihr parallelen 
Netzebenen enthalten ist, soll mit dem Namen Schicht be- 
zeichnet werden, es kann keinen Oitterpunkt in dem Innern 
einer Schicht geben. Die beiden parallelen Netzebenen, welche 
die Schicht begrenzen, sollen angrenzende genannt werden. 
Zu jeder Netzebene gehören zwei angrenzende Ebenen, die ihr 
parallel und in Bezug auf die gegebene Ebene auf entgegen- 
gesetzten Seiten liegen. 

Die drei Systeme von Netzebenen, die parallel den drei 
conjugirten Ebenen A OB, A OD, BOD (Fig. 1) liegen, 
schneiden den Raum in parallelepipedische Zellen, welche alle 
inhaltlich uud zum Decken gleich sind. Ich werde das so 
erhaltene, über den drei conjugirten Parametern O A, OB, 
OD construirte Parallelepiped Grund-Parallelepiped oder 
Kern der Schaar nennen. 

Sämmtliche Punkte dieses Systems können durch das 
Aneinanderlegen solcher Parallélépipède, Seite an Seite , wieder 
erhalten werden. 

[8] Nach Feststellung unserer Terminologie können wir 
die grundlegenden Eigenschaften irgend einer Schaar folgender- 
maassen zusammenfassen : 

>Die Gitterpunkte einer Schaar sind auf einem System 
paralleler und äquidistanter Ebenen angeordnet und bilden 
auf jeder dieser Ebenen ein Netz, dessen Configuration auf 
jeder Ebene dieselbe ist.« 

»In jedem dieser Netze bilden die Punkte Systeme von 
parallelen, deckbar gleichen und äquidistanten Punktreihen.« 

»Auf jeder Punktreihe haben die Gitterpunkte gleichen 
Abstand unter einander. Man kann die gegebenen Gitter- 
punkte eines Netzes immer als Schnittpunkte je zweier Geraden 
erhalten, welche zwei verschiedenen Systemen von parallelen 
und äquidistanten Geraden angehören. Die ganze Ebene erscheint 
dann in parallelogrammatische, deckbar gleiche Felder zer- 
schnitten, welche keine Lücke zwischen sich lassen.« 

»Man kann die Gitterpunkte einer Schaar immer als die 
Schnittpunkte von drei Ebenen erhalten, die drei verschiedenen 
Systemen von parallelen und in jedem System gleich ent- 
fernten Ebenen angehören. Der Raum ist alsdann in parallel- 
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epipedischo Zellen zerschnitten, welche alle inhaltlich und zum 
Decken gleich sind und keine Lücke zwischen sich lassen.« 
»Die Theiiung der Ebene oder des Raumes in gleiche 
Parallelogramme oder Parallélépipède, deren Ecken mit den 
Gitterpunkten der Schaar zusammenfallen, lässt sich auf un- 
endlich viele verschiedene Weisen durchführen.« 

§ II. — Von den Netzen im Allgemeinen. 

Bezeichnungen und Definitionen. — Wir wollen 
das Netz der Figur 2 untersuchen. Der Punkt O soll zum 
Anfangspunkt der Coordinaten gewählt werden. 

Seien OAÄ , . ,, OBB' . , . die beiden Punktreihen, 
welche zur Construction des Netzes gedient haben, und be- 
zeichnen wir mit a und b die beiden Parameter, sodass wir 
haben 

(1) OA=a und OB = h. 

Seien ^, 7] die linearen Coordinaten der auf die schrägen 
Aixen OAy OB bezogenen Punkte der Ebene. Für einen 

beliebigen Punkt P werden die Verhältnisse — und -j- [9] 

positive oder negative ganze Zahlen sein, die wir die Zahlen- 
coordinaten des Oitterpunktes P nennen wollen und welche 
durch die Buchstaben m und n bezeichnet werden sollen, 
wenn P ein bestimmter Gitterpunkt ist, und durch die Buch- 
staben X und y^ wenn P ein unbestimmter Gitterpunkt des 
Netzes ist. Man erhält je nach dem Falle 

(2) 1 = ^, 1- = ., 

(3) 1 = ., IL = y. 

Die allgemeine Gleichung des Netzes, betrachtet als ebene Curve 
mit getrennten und in jedem Gitterpunkt des Netzes verschwinden- 
den Zweigen, lässt sich analytisch in folgender Form schreiben: 

sin* — TT -|- sin* -j- tc = 0, 
a b 

wobei 7t die Zahl 3,14159 ... ist. Diese Gleichung ist 
erfüllt für jeden Gitterpunkt des Netzes und ist es nicht für 
jeden anderen Punkt der Ebene. 



12 A. Bravais. 

Aufgabe II. — Die Gleichung einer durch den 
Anfangspunkt und durch den Gitterpunkt P (Fig. 2) 
gehenden Punktreihe zu finden. 

Seien m und n die Zahlen-Coordinaten von P, so wird 
die Gleichung von OP in laufenden linearen Coordinaten sein. 

^ _ n 

ma nb 

Seien x und y die Zahlen-Coordinaten irgend eines der Punkt- 
reihe OP zugehörigen Punktes, so wird man haben 

(4) ^=y-. 

^ m n 

Dieses ist die Gleichung der Punktreihe OP in Zahlen-Co- 
ordinaten. 

Wenn m und n einen grössten gemeinschaftlichen Theiler 

B hätten, würde der Punkt 7^? 7] zu der Punktreihe OP 

gehören, und wäre von allen Gitterpunkten dieser Punktreihe 
der nächste an dem Punkt 0\ wenn aber m und n relative 
Primzahlen sind, so ist OP der Parameter der Punktreihe. 
Man kann die Gleichung (4) in der Form schreiben 

(5) nx — my = 0. 
[10] Wenn man dann 

ia\ n m j 

(6) -^ = 9. 5 =-h 

setzt, wobei g und h ganze und relative Primzahlen positiver 
oder negativer Art sind, so wird die Gleichung 

(7) gx + hy= 0. 

Satz I. — Wenn m und M (Fig. 3) zwei Gitter- 
punkte eines Netzes sind, und wenn man durch einen 
dritten Gitterpunkt eine mit milf gleiche und par- 
allele Strecke On legt, so wird der Endpunkt dieser 
Strecke ein vierter Gitterpunkt des Netzes sein. 

Wir legen den Anfangspunkt der Coordinaten nach ein- 
ander auf m und O, ohne die Richtung der Axen zu ändern; 
wir nennen | und r] die Coordinaten von M in Bezug auf 
die durch m gelegten Axen. Es folgt aus den allgemeinen 
Eigenschaften der Netze und Schaaren (Seite 5], dass es in 
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dem Netz einen Punkt von gleichen Coordinaten in dem System 
der durch O gelegten Axen geben wird. Sei n dieser Punkt. 
Die Strecke On wird gleich und parallel mM sein. 

Corollarsatz. — Wenn man Mm um eine Strecke mii 
= mitf(Fig. 3) verlängert, so wird ix einer der Gitterpunkte 
des Netzes sein; also ist der Punkt m ein geometrischer Mittel- 
punkt des Netzes und dasselbe ist der Fall für alle anderen 
Gitterpunkte. 

Aufgabe III. — Die allgemeine Gleichung der zu 
der Punktreihe OP (Fig. 2) parallelen Pnnktreihen 
zu finden. 

Durch einen Gitterpunkt mit den Zahlen - Coordinaten 
m', n! lege man eine Parallele zu 0P\ ihre Gleichung in linearen 
Coordinaten wird sein 

^ — m'a rj — n'b 
ma nb 

Schafft man a aus dem ersten und b ans dem zweiten Gliede 
weg, so hat man 

X — m* y — n' 

m n ^ 

oder wenn man die Gleichungen (6) berücksichtigt, 

g [x — m') + ^ (y — n') = o. 

Man hätte diese Gleichung direct aus der Gleichung (7) folgern 
können, indem man x und y in x — m' und y — n' ver- 
wandelte. Also 

gx -^ hy = gm' + hn'^ 
[11] oder 

(8) gx + hy= C, 

indem man das letzte Glied mit (7. bezeichnet; C ist noth- 
wendiger Weise eine ganze Zahl. Diese Gleichung, welche so 
allgemein wie möglich ist, umfasst das ganze System der mit 
OP parallelen Punktreihen. 

Bezeichnungen und Definitionen. — Wir werden 
künftig die Bezeichnung (gh) gebrauchen, um das ganze 
System der Punktreihen darzustellen, welche der durch die 
Gleichung (7) dargestellten Geraden parallel sind. 

Die ganzen positiven oder negativen Zahlen g und h sollen 
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die Charakteristiken für dieses System von Punktreihen in 
Bezug auf die Axen der x und der y sein. 

Aufgabe IV. — Den Parameter der Punktreihen 
mit der Bezeichnung [gh) zu finden. 

Sei ö der Winkel AOB (Fig. 2); sei A der Parameter 
der Punktreihe OP^ welche vom Anfangspunkte nach dem 

Gitterpunkte geht, dessen Coordinaten -^r und — sind. So 

wird man nach einer bekannten Formel erhalten: 

^ = (5)' - + (5)' " + ^ (5) (i) »' - ^. 

und wenn man die Charakteristiken g^ h substituirt 
(9) A^ = h^a^ + g^P — 2ghab cos ö, 

Aufgabe V. — Die Zahl der Oitterpnnkte zu 
finden, welche in dem über den Parametern O^und 
OP oder OB und OP (Fig. 2) construirten Parallelo- 
gramm enthalten sind. 

Nehmen wir an, dass die Zahlen-Coordinaten m und n 
des Punktes P positiv seien. Die Zahl der Punktreihen Em . . ., 
B'rn . , ., B"p . . ., welche parallel der :r-Axe liegen, und 
die das Parallelogramm OAPQ durchschneiden, ist gleich 
n — 1. Da jeder zwischen OP und AQ gelegene Abschnitt 
dieser Punktreihen dem Parameter OA gleich ist, so muss 
er einen Oitterpunkt enthalten, welcher im Innern des Parallelo- 
gramms OAPQ gelegen ist, weil er weder auf OP noch 
auf AQ fallen kann; folglich wird die Zahl der in diesem 
Parallelogramm enthaltenen Oitterpunkte n — 1 sein. Ebenso 
wird die Zahl der innerhalb des Parallelogramms OB PH 
gelegenen Gitterpunkte m — 1 sein. 

Wenn m und n negativ wären, würde man sie durch 
einen passenden Austausch der positiven mit den negativen 
Halbaxen positiv machen. 

Aufgabe VI. — Die Gleichung der an OP angren- 
zenden Punktreihen zu finden. 

Die allgemeine Gleichung der zu OP parallelen Punkt- 
reihen ist 

gx + hy = gm' + An'; 

[12] g und h sind gegebene relative Primzahlen; m' und n' 
willkürlich gewählte Zahlen. 



j 
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Nnn weiss man aus der Theorie der Kettenbrüche, dass 
man m* und ri immer so bestimmen kann, dass der Gleichung 

gm! + hn' = + 1 , • 

oder der Gleichung 

gm! + hn = — 1. 

genügt ist. 

Die Gleichung (8) wird alsdann 

(10) gx + hy = àz\, 

und stellt die beiden an die Punktreihe OP angrenzenden 
Punktreihen pp* , . . und rr .,, dar. Es ist klar, dass man in 
dem Netze keine anderen, dem Anfangspunkte näher ge- 
legenen Punktreihen haben kann. 

Anderer Beweis der Lösung. — Seien m, n, /?, q 
(Fig. 2) die im Innern des Parallelogramms OAPQ gelegenen 
Punkte. Keine zwei von ihnen können in derselben Ent- 
fernung von OP liegen, denn wenn m und p in diesem Falle 
wären, so würde mp parallel OP sein, und auf einer mit OP 
parallelen Punktreihe hätte man einen geringeren Parameter 
als OPj was nicht sein kann. 

Also wenn man die Linien pp', mm', qq' und fin' zieht, 
bilden sie den Anfang der Serie der mit OP parallelen Punkt- 
reihen, folglich müssen diese Linien äquidistant sein. 

Da die Zahl der zwischen OP und AQ enthaltenen 
Gitterpunkte gleich n — 1 ist (Aufgabe V), so wird diejenige 
der zwischen diesen beiden Geraden liegenden Streifen gleich 
n sein. Also wird OA in n gleiche Abschnitte getheilt und 
man hat 

(11) 0/ = ^=^. 

n n 

Wenn man jetzt die Punktreihe pp' bis p'\ dem Schnitte mit 
der Halbaxe der negativen y verlängert, so würde man ebenso 
mit Hülfe des über OP und OB construirten Parallelo- 
gramms beweisen, dass 

(12) • Oo" = — -. 

Nun ist offenbar die Gleichung von pp' in linearen Co- 
ordinaten 
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[13] Wenn man für | und rj ihre aus den Gleichungen (2) 
hervorgehenden Werthe setzt, und statt Op' und Op" ihre 
aus den Gleichungen (11) und (12) hervorgehenden Werthe^ 
so bekommt man 

nx — my = + 1. 

Auf der anderen Seite von OP giebt es in dem Parallelogramm 
OB PH eine andere angrenzende Punktreihe, die Pnnktreihe 
r/, welche mit OP einen Streifen von derselben Breite bildet, 
als der zwischen pp' und OP eingeschlossene Streifen. 
Ihre Gleichung wird augenscheinlich 

nx — my = — 1 

sein, folglich sind die beiden angrenzenden Punktreihen in 
der gemeinschaftlichen Gleichung 

nx — my = zb l 

einbegriffen, und wenn man statt m und n die Charakteristiken 
ff und h der Punktreihe OP setzt, indem man beachtet, dass 
m und n relative Primzahlen sind, da OP ein Parameter ist, 
so wird diese 

ffx + hy = ± 1, 

Aufgabe VII. — In einem System von Punktreihen 
deren symbolische Bezeichnung (yh) ist, soll fest- 
gestellt werden, welche Anzahl von Streifen dieses 
Systems zwischen dem Gitterpunkte mit den Co- 
ordinaten M unà N und dem Gitterpunkte mit den 
Coordinaten M' und N' enthalten ist. 

Denken wir uns, dass die an P angrenzende Punktreihe 
pp (Fig. 2) die Einheit als Ordnungszahl erhalte, die folgende 
Reihe mm' erhalte die Zahl 2, und so weiter; dann, dass 
man die Ordnungszahlen — 1, — 2, — 3, ... den auf der 
entgegengesetzten Seite liegenden Pnnktreihen rr% ss\ . . gebe. 

Die Punktreihe Nr. 1 wird die Gleichung haben 

ffx + hy= 1. 

Die Gleichung der Punktreihe Nr. 2, die zweimal so weit vom 
Anfangspunkt entfernt ist als die vorige, wird sein 

ffx + hy = 2. 

Die Punktreihe, deren Ordnungszahl C ist, wird als Gleichung 
haben 

ffx + hy = C. 
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[14] Woraus man ersieht, dass in der Gleichung (8) das letzte 
Glied gerade die Ordnungszahl der Pnnktreihe ist, welche 
man nntersnoht. 

Seien also G und O' die Ordnungszahlen der Punkt- 
reihen, welche durch die Gitterpunkte (3/, iV) und [M\ iV') 
gehen, so ist 

C=gM +hN, 

a = gM'+hN\ 

(13) C—a = g [M— M') + h [N~ N'). 

So wird also die Zahl der zwischen den beiden gegebenen 
Gitterpunkten liegenden Streifen, bis auf das Zeichen, den 
Werth haben 

g[M—M') + h[N—N'). 

Corollarsatz. — In dem über den Parametern OP 
und OP' (Fig. 2) construirten Parallelogramm wollen wir die 
Coordinaten der Gitterpunkte P und P' mit (m, n] und 
[m\ n') bezeichnen. Die Zahl der zwischen zwei gegenüber- 
liegenden Seiten dieses Parallelogramms gelegenen Streifen wird, 
bis auf das Zeichen, gleich mn' — nm! sein. 

Aufgabe VIII. — Die Bedingung zu finden, unter 
der zwei Punktreihen conjugirt sind. 

Seien m und n die Zahlen-Ooordinaten eines Gitterpunktes 
P (Fig. 2), seien rn und n' diejenigen eines anderen Gitter- 
punktes p. Man nimmt an, dass m und n relative Primzahlen 
seien, sowie, dass m' und n relative Primzahlen seien, und 
gesucht werde die Bedingung, unter welcher P und Op con- 
jugirte Punktreihen sind. 

Der Gitterpunkt p muss der einen oder der anderen der 
beiden an OP angrenzenden Pnnktreihen angehören, sonst 
würden die zu OP parallelen Pnnktreihen mit denen, welche 
parallel Op sind, sich in Punkten schneiden, die nicht alle 
Gitterpunkte des Netzes wären, und die Punktreihen OP und 
Op wären nicht conjugirt. Also muss, wenn man 

in der Gleichung (10) setzt, dieser genügt sein, was die Be- 
dingung giebt 

(14) gm' + hn! =± \, 

und wenn man darin die Werthe von g und h einsetzt, die 

08twald*s Elagsiker. 90. 2 
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aus der Gleichung (6) gezogen sind, indem [15] man beachtet, 
dassk Z> = 1 ist, so verwandelt sich diese Bedingung ia 

(15) nw! — mn! = ± 1 . 

Umgekehrt wird, wenn dieser Bedingung genügt ist, der Gitter- 
punkt (m', n*) einer der an OP angrenzenden Punktreihen 
angehören, und seine Verbindungslinie mit dem Anfangspunkt 
wird eine zu der Punktreihe OP conjugirte Punktreihe bilden. 
Wenn man statt m^ n die Charakteristiken g^ h der Punkt- 
reihe OP setzt und statt m\ n! die Charakteristiken g\ hl 
der Punktreihe 0/>, so hat man 

(16) hg' -gh'=±\', 

dies wird die Bedingung dafür sein, dass die durch die 
Symbole (c/h) und (g' h') bezeichneten Puuktreihen conjugirt 
sind, und dass sie die Gitterpunkte des Netzes als ihre gegen- 
seitigen Darchschnittspunkte wiedererzeugen. 

Aufgabe IX. — Die Bedingung zu finden, unter 
welcher drei Gitterpunkte (w, w), (m', n!) und (m", n!') 
angrenzenden Punktreihen angehören. 

Legen wir den Anfangspunkt nach (rn\ n") ; dann werden 
die Zahlen -Coordinaten der beiden anderen Gitterpunkte 
{m — m"j n — w") , (m' — m", ri — ri') sein. 

Damit die Puuktreihen, welche von dem neuen Ausgangs- 
punkte nach diesen beiden Gitterpunkten gehen, conjugirte 
seien, muss man 

[n — n") (m' — m") — [m — m") [n' — n') = ±. 1 
haben, das heisst nach der Réduction 

N. 

nm' — ?^' m -|- ri'm — nrn!' + ^^' m!' — m' ;î" = i: 1 . 

Aufgabe X. — Die Coordinatenaxen zu ändern 
und die neuen Coordinaten als Functionen der alten 
auszudrücken und umgekehrt. 

Seien (w, ^^) uiid (w', rd] die Zahlen-Coordinaten der beiden 
Gitterpunkte P und P (Fig. 3) ; m und n sind relative Prim- 
zahlen, und dasselbe gilt von m und ri . 

OP und OP' seien als neue Coordinatenaxen gewählt, 
und X und Y seien die Zahlen-Coordinaten eines GittQr- 
punktes M in diesem neuen System. 

Wenn man alsdann Mm parallel mit OP' bis zum 
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Schnittpunkt m mit OP zieht, nnd Mn parallel mit OP bis 
zu dem Schnittpunkt mit OP* ^ so hat man 

Om = Mn= X'OP, 

On =Mm= YOP\ 

[16] Die Zahlen-Coordinaten des Punktes m in dem alten 
System der conjugirten Axen OA^ OB sind mX und wX; 
diejenigen des Punktes n sind m* Y und n' Y, 

Um die Coordinaten x und y des Punktes M im alten 
System zu erhalten, hat man zu beachten, dass in dem Ueber- 
gang von m z\x M die Zahlen-Abscisse und -Ordinate dieselbe 
Vergrösserung erfahren, wie in dem üebergange von nach 
72, weil On gleich und parallel mit Mm ist. Also 

X = mX + m' Y , 
yz=nX + n'Y. 
Man folgert daraus, durch Elimination, 



( X = 



__ w m 

X = -, r- « -\ 1 r— y 

n m — mn mn — nm ^ 

m 

TT ^ I ^ 

y— — ? 1— X H } r y 

nm — n m mn — nm 

Wenn die Pnnktreihen OP^ OP' conjugirt sind, so ver- 
ändern sich diese Gleichungen in 

, , ( dr X = n* X — m'y , 

19 I • ^' 

[ ± Y= — nx + my. 

Man lasse die Axen der X und der Y sich durch eine ge- 
meinsame Bewegung um O drehen, bis die Halbaxe der posi- 
tiven X und die Halbaxe der positiven x zusammenfallen; 
wenn dann die Halbaxen der positiven Y und der positiven 
y sich auf derselben Seite in Bezug auf die zusammenfallenden 
Axen befinden, so sollte das obere Zeichen in den ersten 
Gliedern der Gleichungen (19) den Vorzug erhalten. Im ent- 
gegengesetzten Falle nehme man das untere Zeichen an. 

CoroUarsatz. — Nehmen wir an, dass die Axe der y 
sich allein verändert, und durch die zu der unveränderlich 
bleibenden Axe der x conjugirte Punktreihe P ersetzt werde, 
und sei m^ die Zahlen-Abscisse des Punktes P. Man wird 
bei dieser Veränderung der Axen erhalten 

2* 
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m = l f /î = , 

m' = niQj n! = 1 \ 
daraus schliesst man 

X = X -\- m^Y, 

[17] und umgekehrt, 

Die mit der verschobenen Axe parallele Zahlen -Coordinate 
bleibt unveränderlich. 

Aufgabe XL — Man sucht das Symbol einer 
gegebenen Punktreihe {ffh) in einem neuen Axen- 
system. 

Seien immer wieder {nij n) und {m', n) die Zahlen- 
Coordinaten der Endpunkte der neuen Axen. 

Wenn man in der Gleichung 

gx + hy= C 

die aus den Gleichungen (17) gezogenen Werthe von x, y 
substituirt, so erhält man 

[gm + hn)X + (gm! + hn') Y = C, 

woraus man sieht, dass, wenn man das neue Symbol durch 
[GH) darstellt, man von [gh) auf [GH] gelangt vermittelst 
der Formeln 

^^^ H = gm' + hn\ 

Corollarsatz. — Wenn man sich darauf beschränkt, 
unter Beibehaltung der 2;-Axe die Axe der y zu verändern, 
und als neue Axe der positiven y die Punktreihe zu nehmen, 
die vom Anfangspunkte zum Gitterpunkte ( — 1, — 1) geht, 
welche Punktreihe die im umgekehrten Sinne genommene 
Verlängerung von der Diagonale des über a und h construirten 
Parallelogramms ist, so erhält man 

m •=^ \ ^ ?^ = 0, 

m' = — 1 , /^' = — 1 ; 

wodurch das Symbol [g^ h) in {^, — g — h) verändert wird. 

Wenn man dann die Charakteristik der Punktreihe [gh) 

in Bezug auf diese neue Axe i nennt, so hat man die Gleichung 

i = — g — A . 
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Sei c der Parameter der neuen Axe ; dann wird der auf dieser 
Axe zwischen dem Anfangspunkte und der Punktreihe 

gx + hy = \ , 

[18] die in den) neuen System 

gx + iY= 1, 

geworden, enthaltene Abschnitt ersichtlich als Werth - haben. 

^ 

Man sieht daraus, dass, >wenn die Parameter a, b^ c 

paarweise conjugirter Pnnktreihen auf eine Weise gewählt 

sind, dass sie drei Kräfte vorstellen, die einander auf der 

Ebene des Netzes das Gleichgewicht halten, jede Panktreihe, 

welche angrenzend an eine durch den Anfangspunkt gehende 

Punktreihe ist, auf den Parametern dieser Pnnktreihen die 

drei Abschnitte — , -7-, -7- bestimmen wird, wobei q. ä, i 

g ^ h ^ % ' ^' ' 

ganze positive oder negative Primzahlen sind, die der Beziehung 

(21) y + Ä + i==0 

genügen. Man kann alsdann ohne unterschied das eine oder 
das andere der Symbole (gh)^ [gi)^ [ih] als Symbol der Pankt- 
reihe [gh) nehmen.« 

Bezeichnung mit drei Charakteristiken. — 
Wenn man die Lage der Punktreihen des Netzes auf drei 
Coordinatenaxen, welche den eben angegebenen Bedingungen 
genügen, bezieht, so kann man das Symbol [gh) durch ein 
Symbol mit drei Zeichen [gh%) ersetzen. 

Die Formel (9) nimmt in diesem System der Charakte- 
ristiken eine bemerkenswerthe Form an. 

Seien (Fig. 5) 

OA = a, OC=h, OE=c, AOC=ô', 

so hat man 

c* = a* + i' + 2aô cos ö . 

Indem man in der Gleichung (9) den aus dieser Formel ab- 
geleiteten Werth 2ab coB d substitnirt und beachtet, dass man 

Ä* + gh := — hi, g* + gh== — g{ 

â 

hat, erhält man für das Quadrat des Parameters der Punkt- 
reihe [ghi) 

(22) A'' =—h{a^ — g{b^—ghc''==:—gh{l-^-+^'^^ +"/')* 
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Satz II. — Wenn eine Ptinklreihe OP (Fig. 3) in 
dem durch [19] zwei conjugirte Punktreihen O A. 
und OB gebildeten Winkel ÄOB enthalten ist, 
so werden alle zu OP conjugirten Punktreihen in 
demselben Winkelraum AOB enthalten sein. 

Wählen wir OA zur Halbaxe der positiven x^ OB zur 
Halbaxe der positiven y, und seien m und n die Zahlen- 
Coordinaten des Gitterpunktes P, sie seien positiv und grösser 
als Null. 

Setzen wir voraus, dass Op eine zu OP conjugirte 
Panktreihe sei, und seien 

die Zahlen-Coordinaten des Gitterpunktes p\ m^ und n^ sind 
ganze und positive Zahlen. Die allgemeine Bedingung, welche 
durch die Gleichung (15) vorgeschrieben ist, wird 

Nun ist es aber unmöglich, ihr mit solchen Werthen der 
Zahlen m, n, m^j n^, welche positiv und grösser als Null 
sind, zu genügen. Also kann die Pnnktreihe Op nicht zu 
OP conjugirt sein. 

Aus demselben Grande kann eine Punktreihe wie Oq (die- 
selbe Figur) nicht zu OP conjugirt sein. Folglich u. s. w. 

Satz III. — Das Grund-Parallelogramm des 
Netzes hat einen Constanten Flächeninhalt, auf 
welche Weise es auch construirt sei. 

Ich werde von jetzt an die Fläche des Grund-Parallelo- 
gramms eines Netzes mit ca bezeichnen; OAmB (Fig. 2) 
sei ein solches Parallelogramm. 

Da die Punktreihen OP und Op conjugirt sind, wollen 
wir über OP und Op das Parallelogramm OPpts constru- 
iren, welches die aus diesem Punktreihen-Systeme abgeleitete 
Masche unseres Netzes sein wird. Ich behaupte, dass der 

Flächeninhalt OPüSp = Flächeninhalt OAmB — io 

sei. 

In der That hat das Parallelogramm OPvsp dieselbe 
Basis wie OAQP, aber die Höhe ist verschieden, und man 
hat [Gleichung (11)] 

OPtsp : OAQP= Op' : 0A=1 : n, 

wobei 71 die Zahlen-Ordinate des Gitterpunktes P ist. 
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Aber andrerseits ist 

OAmB: OAQP= OB: 0B^'^= 1 : n] 
[20] alBo 

Flächeninhalt OPtffp = Flächeninhalt OAmB = ù). 

Zweiter Beweis. — Seien (m, n) die Zahlen-Coordi- 
naten von P und (m', n) diejenigen von p. In den Lehr- 
büchern der analytischen Geometrie wird bewiesen, dass das 
Dreieck, welches den Anfangspunkt mit den beiden Punkten 
verbindet, deren lineare Coordinaten (^, rj) und {^', rj') sind, 
als Flächeninhalt, wenn. die Coordinaten -Axen rechtwinklig 
sind, den absoluten Werth des Ausdrucks hat 

und wenn die Axen schiefwinklig sind und mit einander 
einen Winkel ô bilden 

Also wenn man setzt 

Winkel AOB==ô, 

hat man bis auf das Zeichen 

Flächeninhalt des /SOpP = |- sin d{nbm!a — manh) 

= l^aô sin 8[nrn — - mrJ)y 

also wegen der Gleichung (15) 

Flächeninhalt des /\,OpP= \ab mi ö . 
Also 

Flächeninhalt Pgfjö= a J sin d= Flächeninhalt OAfnB = ^. 

Dritter Beweis. — Wir wollen übereinkommen, als 
Dichtigkeit des Netzes die Anzahl der Gitterpunkte zu 
bezeichnen, welche in der Einheit der Fläche enthalten sind, 
wobei die Dimensionen dieser Einheit der Fläche alle beide 
unendlich gross im Vergleich zu den Parametern der in Be- 
tracht gezogenen Punktreihen angenommen seien. 

Nachdem dies festgesetzt, seien (Fig. 3) 

OP^d, Op = V, pOP=d', Flächeninhalt OPrsp^cù' \ 

so hat man 

(x) = a' b' sin ô\ 

Nehmen wir auf der verlängerten Geraden OP^ angefangeil 
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bei 0, eine in Bezug auf a sehr grosse Länge x, und von 
O auf der verlängelrten Geraden Op eine in Bezug auf b' sehr 
grosse Länge c, in der Weise, dass das über diesen beiden 
Längen x und i construirte Parallelogramm der Einheit der 
Fläche gleich sei, und [21] dass man also habe 

'AI sin d' = l . 

Die Anzahl der in diesem Parallelogramm enthaltenen Gitter- 
punkte berechnet sich wie die Zahl der Kugeln in der Basis 
eines rechtwinkligen Haufens nach der Formel 

X t 

7 ^^ "77 • 

a 
Man wird also haben, wenn q diese immer sehr grosse Zahl ist, 



X£ ULI 



sin d' 1 



^ ab a sin w 

nun muss aber die Zahl q , welche die Dichtigkeit des Netzes 
misst, constant bleiben, welches auch das System der conju- 
girten Axen sein mag, das man zu seiner Bestimmung ange- 
nommen hat. Man erhält also 

(23) w' == w = ab sin ö, 

Satz IV. — Der mittlere Abstand der Gitterpnnkte 
eines Netzes ist gleich der Quadratwurzel aus dem 
Flächeninhalt seines Grund-Parallelogramms. 

Poisson'"] hat als »mittleren Abstand der Molécule eines 
Körpers« die Seite eines Würfels bezeichnet, welcher gleich 
ist der Einheit des Volumens des Körpers, durch die Zahl 
der Mölecüle getheilt, welche diese Volumen -Einheit enthält. 
Man kann diese Erklärung auf den Fall der Ebene anwenden, 
und den mittleren Abstand der Gitterpunkte eines 
Netzes die Seite eines Quadrats nennen, welches gleich 
ist der Einheit der Fläche, getheilt durch die Zahl der Gitter- 
punkte, welche sie enthält. 

Sei € dieser mittlere Abstand; wenn man fortfährt, die 
Zahl der in der Einheit des Flächeninhalts enthaltenen Gitter- 
punkte mit Q zu bezeichnen, so hat man 



*) Journal de TÉcole Polytechnique, 20. Heft, p. 5. — Mémoires 
de TAcadémie des Sciences, Band XVIII, p. 7. 



lieber die Systeme von regelmässig vertheilten Punkten. 25 

1 



C y 



Q 
folglich nach dem vorigen Satze 

(24) e^ = 0), e = Vw , 

wobei CO der constante Flächeninhalt des Grund-Parallelo- 
gramms des Netzes ist. 

[22] Aufgabe XII. — In dem Punktreihen- 
System, dessen symbolische Bezeichnung {gh) ist, 
die Breite eines Streifens zu finden. 

Seien ^ die unbekannte Breite dieses Streifens, A der 
Parameter der beiden angrenzenden Punktreihen, welche ihn 
einschliessen. Der Flächeninhalt des Grund-Parallelogramms 
ist dann gleich J^. Man hat also 

(25) JA = o}. 

Indem man die aus den Gleichungen (9) und (23) gezoge- 
nen Werthe für A und o) substituirt, erhält man 

. ah sin d 

"~ |/Ä2a* + /6* — 2ghab cos ö ' 

oder einfacher 

sin d 

d = 






(26) l//.>« 2^^^^^ 

ab 



Definition. — Ich bezeichne als elementares Drei- 
eck jedes Dreieck, das als Ecken drei Punkte des Netzes 
hat, welche zwei angrenzenden Punktreihen angehören. 

Ein solches Dreieck ist immer die Hälfte eines der Grund- 
Parallelogramme des Netzes. 

Man kann es als die dreieckige Masche des Netzes 
ansehen. 

Ich bezeichne mit dem Namen hauptelementares 
Dreieck oder kürzer unter dem Namen Haupt-Dreieck 
dasjenige, welches den kleinsten Parameter des Netzes zur 
Basis hat, und dessen Winkel an der Basis spitz sind, einer 
von ihnen kann ausnahmsweise ein Rechter werden. 

Satz V. — Die elementaren Dreiecke haben einen 
Constanten Flächeninhalt, der gleich der Hälfte des 
Flächeninhalts des Grund-Parallelogramms ist. Das 
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Dreieck, welches den Anfangspunkt zur Spitze 
und die Strecke, welche die Punkte [m, n) und (m', t^) 
verbindet, zur Basis hat, hat als Flächeninhalt das 
Product des Flächeninhalts des elementaren Dreiecks 
in den absoluten Werth des Factors mn — nrn. 

Der erste Theil des Satzes ist klar; die Flächeninhalte 
der elementaren Dreiecke haben als gemeinsamen Werth ^ w. 

Seien nun P und P (Fig. 2) die Gitterpunkte mit den 
Zahlen-Coordinaten (m, n) und [m , n), so wird man nach 
dem zweiten Beweise des [23] Satzes Ul haben: 

Flächeninhalt des ^ OPP = ^ ab sin d{nm' — mn) . 

Nun ist 

ab Bin â = 0) \ 
folglich 

(27) Flächeninhalt des A OPP = ^cü(nm — mn). 

Wenn man m und n mit einem gemeinsamen Factor D 
multiplicirt, so werden das erste und das zweite Glied beide 
Z>mal grösser, so dass die Gleichung (27) nicht gestört wird; 
sie wird es ebenso wenig in dem Fall, wo man m' und n' mit 
einem Factor D' multiplicirte. Also findet diese Gleichung 
immer statt, selbst wenn m, n oder m\ n nicht relative 
Primzahlen sind. 

Aufgabe XIII. — Das Haupt-Dreieck eines Netzes 
zu finden. 

Man wähle willkürlich einen Gitterpunkt (Fig. 4) und suche 
unter allen anderen Gitterpunkten den O zunächst liegenden. 

Sei A dieser Gitterpunkt, OA also der kleinste Para- 
meter des Netzes. In und A errichte man die Geraden 
Op und Am senkrecht auf OA^ und suche in dem nicht 
allseitig begrenzten Räume pOAm den der Geraden OA zu- 
nächst gelegenen Gitterpunkt. Man wird ihn nothwendiger- 
weise in B^ auf der an 0^ angrenzenden Punktreihe finden. 
Verbindet man OB und BA^ so wird OAB das Haupt-Drei- 
eck des Netzes sein. 

Satz VI. — Das Haupt-Dreieck ist das einzige 
elementare Dreieck, dessen drei Winkel spitz sind. 

In der That, sei OAB (Fig. 5) das Haupt-Dreieck. 
Ziehen wir die Gerade COF parallel zu BA\ die drei 
Punktreihen A OD, BOE, COF sind paarweise conjugirt 
Also wird jedes Elementar-Dreieck, das seine Spitze in hat. 
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in einem der sechs Winkelräume A OB y BOCy COD, 
nOEy EOF, FOA enthalten sein (Satz II). Sei Oaß ein 
solches Dreieck; die Punktreihe Oy , welche von O parallel 
mit aß gezogen ist, mnss, da sie zu Oa und Oß conjugirt ist, 
in demselben Winkelraum AOB enthalten sein (Satz II). 
Wenn das Dreieck Oaß drei spitze Winkel hätte, so mtlsste 
der Winkelraum, welcher durch die drei Geraden 0«, Oß 
und Oy eingeschlossen wird, gleich 90 Grad oder mehr sein. 
Das ist aber im gegenwärtigen Fall unmöglich, weil, wie wir 
eben bewiesen haben, der Winkel aOy nothwendigerweise 
kleiner als der spitze oder rechte Winkel AOB ist. 

[24] Um also ein spitzwinkliges Dreieck zu erhalten, 
muss man Oa mit OA und Oß mit OB zusammenfallen 
lassen, und man findet so das Haupt-Dreieck wieder. 

Anmerkung. — Die sechs Dreiecke, welche das Sechs- 
eck ABCDEF bilden, sind alle inhaltlich und deckbar 
gleich, sie bilden also nur eine einzige Lösung. Man wird 
bemerken, dass diese Dreiecke von zwei Arten sind: die 
Einen, nämlich OAB, DOC, EFO, drehen ihren klein- 
sten Parameter nach unten, und können durch eine einfache 
Translation, ohne Drehung zur Deckung gebracht werden; 
die drei anderen stehen in umgekehrter Lage, und man kann 
sie mit den ersten nur durch eine Drehung von ISO", um 
eine auf der Ebene Senkrechte, zur Deckung bringen. 

Zum Beispiel wird DOC sich mit DOE durch eine 
halbe Umdrehung in seiner Ebene, um die Mitte 0' der den 
beiden Dreiecken gemeinsamen Basis OD, zur Deckung 
bringen lassen. Eine halbe Umdrehung um würde DOC 
mit AOF zur Deckung bringen. 

Corollarsatz. — Da das Haupt-Dreieck keinen ein- 
zigen Winkel hat, der grösser ist als 90", so schliesst man 
daraus: 

1. Dass sein kleinster Winkel zwischen Null und 60", 
inclusive, enthalten ist; 

2. Dass sein mittlerer Winkel zwischen 45 und 90", in- 
clusive, enthalten ist; 

3. Dass sein grösster Winkel zwischen 60 und 90", in- 
clusive, enthalten ist. 

Satz VII. — Das Haupt-Dreieck gehört dem brei- 
testen Streifen an. 

Aus der Gleichung (25) folgert man nämlich 
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Da nun ai für das ganze Netz constant ist, so erreicht ^ 
sein Maximum, wenn der Parameter seinen Minimalwerth an- 
nimmt. Wenn man also den Minimal-Parameter zur Basis des 
Haupt-Dreiecks ninumt, und eine Parallele zu der Basis durch 
die Spitze dieses Dreiecks legt, so wird der zwischen diesen 
Parallelen eingeschlossene, das Haupt-Dreieck enthaltende 
Streifen der breiteste des ganzen Netzes sein. 

Anmerkung. — Dieser Maximal werth von ^ kann 

nicht geringer sein als a V | , [2ö] wenn man mit a den Mi- 
nimal-Parameter des Netzes bezeichnet. Man construire näm- 
lich um O (Fig. 4) als Mittelpunkt den Viertelkreis ANPj 
und um A als Mittelpunkt den Viertelkreis ONM. Die Spitze 
B des Haupt-Dreiecks wird in dem nicht allseitig bregrenzten 
Raum pPNMm liegen. Die Höhe J dieses Dreiecks wird 
die kleinstmögliche sein, wenn B mit N zusammenfällt. 
Wenn man also die Maximalbreite der Streifen des Netzes 
mit z/q bezeichnet, so hat man 

^0 > oder = a V|. 

Satz Vni. — Das Haupt-Dreieck enthält die drei 
kleinsten Parameter des ganzen Netzes. 

Seien OA (Fig. 5) der Minimal-Parameter und OB die 
kleinste der beiden andern Seiten des Haupt-Dreiecks; 
seien OAB und OBC die beiden über OB construirten 
Haupt-Dreiecke. Die zu OA normale Linie Oi wird zwischen 
den Gitterpunkten B und C durchgehen. Für irgend einen 
der verlängerten Punktreihe BC angehörigen Gitterpunkt a 
wird man augenscheinlich bekommen 

ia > iB , ia'^ iC\ 
also 

Oa"^ OB j Oa"^ OCy wofür auch AB stehen kann. 

Wenn der Punkt a der am B C angrenzenden Punktreihe 
angehörte, derselben welche die Normale On in der Ent- 
fernung Oi' = 2 0i schneidet, so hätte man 

Oa:> Oi'\ 
nun hat man ferner 

Oi' ^20i= 2 AB X sin OAB. 
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Und schliesslich noch, dem CoroUarsatz zum Lehrsatz VI 
entsprechend, weil OAB der mittlere Winkel ist: 

OAB > oder = 45«, 2 sin OAB > oder = Vï ; 
also 

Oa>ABV2. 

So wird also in allen Fällen der Parameter Oa den Para- 
meter AB übertreffen, der, der Veraussetzung nach, die grösste 
Seite des Haupt-Dreiecks ist. 

Anmerkung. — Ausnahmsweise kann natürlich 

OB = OA, und selbst 00= 0B= OA 

sein. [26] Man kann auch ausnahmsweise Oa ==-* OC haben, 
aber nur in dem Falle, wo das Dreieck BOA in O recht- 
winklig wäre. 

CoroUarsatz. — Das Haupt-Dreieck ist unter allen 
Elementar-Dreiecken des Netzes das Dreieck von kleinstem 
Umfang. 

Satz IX. — Wenn irgend ein Punkt im Innern 
eines Haupt-Dreiecks genommen wird, so wird eine 
der drei Ecken dieses Dreiecks diesem Punkt immer 
näher liegen als jeder andere Gitterpunkt des Netzes. 

Man würde diesen Satz beweisen, indem man über OA, 
OB und BA (Fig. 5) als Durchmessern Halbkreise ausser- 
halb des Dreiecks BOA construirte und beachtete, dass 
diese drei Halbkreise keinen einzigen Gitterpunkt enthalten 
können. 



§ III. — Ton den symmetrischen Netzen. 

Definitionen. — Jede Gerade, welche ein Netz in 
zwei symmetrische Hälften theilt, das heisst solche Hälften, von 
denen jede durch eine halbe Umdrehung um die Gerade, Gitter- 
punkt auf Gitterpunkt, mit der anderen zur Deckung gebracht 
werden kann, soll Symmetrie-Axe des Netzes heissen. Die 
Gitterpunkte, welche so zur Deckung gebracht werden, sollen 
homolog in Bezug auf die Symmetrie-Axe heissen. Wir 
werden bald sehen, dass diese Axen immer als Punktreihen 
angesehen werden können. Das Netz, welches eine oder 
mehrere Symmetrie-Axen besitzt, soll symmetrisches Netz 
heissen, und im entgegengesetzten Fall asymmetrisches. 
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Wenn das Netz mehrere 8ymmetrie-Axen besitzt, so 
können diese Axen gleicLartig oder ungleichartig sein. 

Zwei Symmetrie- Axen sollen gleichartig genannt werden, 
wenn die Anordnung des Netzes um jede von ihnen die 
gleiche ist, was als erste Bedingung verlangt, dass sie den- 
selben Parameter haben. Wenn man dann in Qedanken die 
Gitterpunkte des Netzes mit jeder dieser Axen verbindet, 
zum Beispiel vermittelst auf diese Axen gefällter Senkrechten, 
so dass man zwei gleiche Netze bildet, deren Gitterpunkte 
sich decken, und wenn eins dieser Systeme als beweglich 
angenommen wird, so müssen, damit diese Axen von derselben 
Art sind, durch geeignete Bewegungen des beweglichen Netzes 
gleichzeitig die bewegliche Axe mit der festen und die be- 
weglichen mit den festen Gitterpunkten zur Deckung gebracht 
werden können. 

Zwei Symmetrie-Axen sind von verschiedener Art, wenn 
die Anordnung des Netzes um beide von ihnen nicht dieselbe ist. 

[27] Satz X. — Jeder Symmetrie-Axe, welche 
keinen Gitterpunkt des Netzes enthält, entsprechen 
andere ihr parallele Axen, welche durch Gitterpunkte 
gehen; das Haupt-Dreieck ist alsdann rechtwinklig. 

Sei GH eine solche Symmetrie-Axe (Fig. 6); seien A 
ein Gitterpunkt und A' der zu A homologe Gitterpunkt 
auf einer zu GH normalen Linie. Man verbinde A^ A'^ und 
wähle auf der Punktreihe AÄ die beiden der Axe GH am 
nächsten liegenden Gitterpunkte, den einen auf einer Seite, 
den andern auf der andern. Nehmen wir an, dass die Gitter- 
punkte AA' dieser Bedingung genfigen, und ziehen wir AB 
und A* B^ parallel mit GH 

Sei jetzt J5J5' die an die Punktreihe A A angrenzende 
Punktreihe; ihr Parameter wird nothwendigerweise gleich 
AA' sein, ihre Durchschnittspunkte mit den Geraden AB 
und AB' werden Gitterpunkte des Netzes sein; denn wenn 
ein Gitterpunkt zwischen B und B' fiele, so würde er in 
einer Entfernung von seinem homologen sein, die kleiner wäre 
als der Parameter AA\ was nicht möglich ist. Also werden 
AB und A' B' Punktreihen vom Parameter AB = A' B' 
und conjugirt zu AA\ BB' sein. Diese Punktreihen sind 
augenscheinlich Symmetrie-Axen. Das Haupt-Dreieck ist als- 
dann A' AB, oder A' B' B\ es ist rechtwinklig. 

Corollarsatz. — Man kann die Axe GH durch die 
ihr parallelen Symmetrie-Axen AB und AB' ersetzen, oder 
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durch irgend eine zw, AB parallele Punktreihe, die, wie er- 
sichtlich, auch eine Symmetrie-Axe sein wird. 

Man sagt dann, dass das Ketz eine zn AB parallele 
Symmetrie-Axe besitzt. Man mnss darunter verstehen, 
dass alle zn AB parallelen Pnnktreihen solche Axen sind. 

Nachdem ein System von parallelen Symmetrie-Axen 
gefunden ist, welche durch Gitterpunkte gehen, kann man 
sich fragen, ob es nicht Axen gäbe, die mit den vorigen 
parallel wären und keinen Gitterpunkt enthielten. Ich be- 
zeichne diese letzteren mit dem Namen Zwischenaxen; aber 
da diese Axen, wenn sie vorhanden sind, keinen neuen Be- 
griff in das Studium der Netze bringen, werde ich sie nicht 
beachten, und werde künftig annehmen, dass jede Symmetrie- 
Axe durch einen Gitterpunkt gehe. 

Satz XI. — Jede Symmetrie-Axe, welche durch 
einen Gitterpunkt geht, ist eine der Punktreihen 
des Netzes. 

Sei G OH (Fig. 7) die durch den Gitterpunkt O gehende 
Axe, und sei A ein anderer Gitterpunkt ausserhalb der Axe. 
Der Punkt A hat seinen homologen in A', zufolge der [28] 
Symmetrie, welche die Axe G OH besitzt; aber andererseits 
hat, vermöge der allgemeinen Symmetrie jedes Netzes, A' 
einen correspondirenden Gitterpunkt A" auf der anderen Seite 
von in Bezug auf A\ Also ist die Gerade AA^ eine 
Punktreihe; aber sie ist parallel mit GOH\ folglich ist G OH 
auch eine Punktreihe des Netzes. 

Satz XII. — Jeder Symmetrie-Axe entspricht 
eine zweite Symmetrie-Axe, die senkrecht zu ihr 
steht und sie in einem Gitterpunkt schneidet. 

Wenn man die Gerade 10 K (Fig. 7) zieht, welche durch 
den Gitterpunkt O geht und normal zu G OH ist, so wird 
sie Mittelsenkrechte von AA' sein; also entspricht jedem 
Gitterpunkt A ein anderer Gitterpunkt Ä\ der sein homologer 
in Bezug sluHOK ist; folglich ist /OJf auch eine Symmetrie- 
Axe des Netzes. 

Satz XIII. — Jeder Symmetrie-Axe entspricht 
eine unendliche Anzahl anderer Symmetrie-Axen, 
die ihr parallel sind und durch alle Gitterpunkte des 
Netzes gehen. 

Dies ist ein Resultat der allgemeinen Gesetze der regel- 
mässigen Vertheilung der Gitterpunkte in irgend einem Netze. 
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Die Symmetrie eines Netzes nach einer bestimmten 
Richtung ist niemals durch eine einzige Axe charakterisirty 
sondern durch ein System von parallelen Axen, welche ein 
complètes System von unter sich parallelen Pnnktreihen bilden, 
die alle Gitterpunkte des Netzes umfassen. 

Satz XIV. — Jedes Netz, welches eine Symmetrie- 
Axe besitzt, hat als Haupt-Dreieck ein recht- 
winkliges Dreieck oder ein gleichschenkliges 
Dreieck. 

Sei nämlich OMm (Fig. 8] die durch zwei benachbarte 
Gitterpunkte O und M gehende Symmetrie- Axe; sei 0' M' 
die Gerade, auf der die an OM angrenzende Punktreihe 
gelegen ist. Die zwischen den Senkrechten 0' und MM' 
befindliche Strecke 0' M' muss einen der Gitterpunkte des 
Netzes enthalten. 

Sei also N dieser Gitterpunkt; der seinen homologen in 
N' hat. Wenn man 

M'N"= aN= O'N' 

macht, so wird die Strecke MN" gleich und parallel ON' 
sein, also wird N" einer der Gitterpunkte des Netzes sein 
(Satz I). Nun kann es aber keine zwei verschiedene Gitter- 
punkte N und N" zwischen O' und M' geben. Es muss 
also einer von den beiden folgenden Fällen vorliegen: ent- 
weder erstens muss NN" =■ O' M' sein, in welchem Falle iV 
auf O' und N" auf M fällt, [29] oder zweitens muss NN"= 
sein. In dem ersten Falle wird das Haupt-Dreieck 0' OM 
oder OMM' sein, das heisst rechtwinklig. In dem zweiten 
Falle fällt N mit der Mitte P von O M* zusammen; das 
Dreieck OFM ist gleichschenklig und ist tlberdies, wenn 
POM'^ 45 Grad ist, das Haupt-Dreieck des Netzes; wenn 
aber PO Jf<C 45 Grad, so wird das Dreieck POP\ wobei 
P' der homologe Gitterpunkt des Gitterpunktes P ist, das 
Haupt -Dreieck sein (Satz VI); es wird ebenfalls gleich- 
schenklig sein. 

Corollarsatz I. — Jedes Netz, dessen Haupt-Dreieck 
ungleichseitig ist, ist asymmetrisch. 

Corollarsatz II. — Jedes symmetrische Netz hat als 
Grund-Parallelogramm ein Rechteck oder einen Rhombus: das 
Rechteck 00' MM (Fig. 8), wenn das Haupt-Dreieck 00' M 
ist; den Rhombus OPMP', wenn das Haupt-Dreieck OPP 
oder OPitf ist. 
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SatzXY. — Umgekehrt besitzt dasNefz^ wenn das 
Hanpt-Dreieck rechtwinklig ist, zwei Symmetrie- 
Axen, die parallel mit den kleineren Seiten des 
Dreiecks sind, nnd wenn das Hanpt-Dreieck gleich- 
schenkligist, besitzt das Netz zwei Symmetrie-Axen, 
die eine parallel nnd die andere senkrecht zu der 
Basis. 

Das Netz mit rechtwinkliger Masche hat die Seiten des 
Rechtecks zu Axen; es giebt in diesem Falle Zwischenaxen 
der Symmetrie, die mit den vorigen parallel sind nnd durch 
die Mittelpunkte der Grund-Rechtecke gehen. Das Netz 
mit rhombischer Masche hat die Diagonalen des Rhombus 
zu Axen. 

Definition. — Ein Netz centriren , oder die Maschen 
eines Netzes centriren helsst, neue Gitterpunkte in dem 
Mittelpunkte von jedem der Grund-Parallelogramme hinzufügen. 

Satz XVI. — Wenn man alle Rechtecke eines 
Netzes mit rechtwinkligen Maschen centrirt, so bildet 
man ein Netz mit rhombischen Maschen; wenn man 
alle Rhomben eines Netzes mit rhombischen Maschen 
centrirt, so wird das Netz rechtwinklig. 

Dieser Satz ist evident, es ist wichtig zu bemerken, dass 
diese Veränderungen die Symmetrie-Axen des Systems nicht 
ändern. 

Satz XVII. — In dem Netz mit centrirten Rhomben 
und in dem Netz mit nicht centrirten Rhomben 
kommen dieselben Systeme von Punktreihen vor. 
[30] Dasselbe ist der Fall bei den Netzen mit recht- 
winkligen centrirten oder nicht centrirten Maschen. 

Sei aôc . . ., ABC , . . (Fig. 9) ein rhombisches Netz 
mit der Masche AaBa% und betrachten wir das System der 
Punktreihen, welche parallel einer der Diagonalen des Rhombus, 
z. B. ABj liegen. Wenn man diese Diagonale zur Axe der 
X nimmt, so wird irgend eine der zu dieser Axe parallelen 
Pnnktreihen durch die Zahlengleichung 

y =zn 

charakterisirt sein, wobei n eine beliebige ganze Zahl ist. 

Das rhombische Netz verwandelt sich in das rechtwinklige 
Netz mit der Masche ABA'B\ wenn man alle durch die 
Gleichung 

Ogtwald's Klassiker. 90. 3 
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dargestellten Punktreiheu wegnimmt, wobei/ irgend eine ganze 
Zahl ist. Diese Verminderung lässt alle Gitterpunkte mit 
ungeraden Zahlen-Ordinaten verschwinden. 

Die Punktreihe, welche zwei Gitteipunkte mit den gerad- 
zahligen Ordinaten 2/ und iLj' verbindet, kommt augenschein- 
lich sowohl in dem ui^sprünglichen Netz vor als in dem ge- 
hälfteten. Wenn man einen Gitterpunkt mit der geradzahligen 
Ordinate 2/ mit einem Gitterpunkt von der Ordinate 1j' -l- 1 
verbindet, so wird die so erhaltene Pnnktreihe, wenn sie jen- 
seits dieses letzten Gitterpunktes um eine Strecke gleich dem 
Abstand der beiden gegebenen Gitterpunkte verlängert wird, 
in einem dritten Gitterpunkte enden, der eine Ordinate gleich 
4y' + 2 — 2y,#also eine geradzahlige Ordinate besitzt. Diese 
Punktreihe wird also dem gehälfteten Netze angehören, aber 
ihr Parameter wird darin zwei Mal grösser sein als in dem 
ursprünglichen Netze. 

Wenn man endlich die beiden Gitterpunkte mit ungeraden 
Ordinaten 1j + 1 und 1f + 1 verbindet, so giebt es zwar die 
auf diese Weise erhaltene Punktreihe nicht in dem gehälfteten 
Netze; aber wenn man eine ihr Parallele durch den Gitter- 
punkt zieht, der als Anfangspunkt dient, so wird das äussere 
Ende des Parameters auf einen Punkt fallen, der als Ordinate 
ib (2/' — 2y) hat, und der den Punktreihen des gehälfteten 
Netzes angehört. 

Die Halbirung des Netzes hat also kein einziges System 
der Punktreiheu verschwinden lassen. 

Man kann ebenso beweisen, dass, wenn man in dem 
Netze mit rechteckiger Masche a AV A' (Fig. 10), alle Punkt- 
reihen von ungerader Ordnung wie abc^ [31] a b' c'd\ ... in 
dem System der zu den Diagonalen a' b\ AB parallelen Punkt- 
reihen unterdrückte, das Netz mit rhombischer Masche ABA'B', 
welches aus dieser Weglassung entsteht, die gleichen Systeme 
von Punktreihen zeigen wird wie das ursprüngliche Netz, 
abgesehen von den nothwendigen Aenderungen in den Para- 
metern dieser Punktreihen oder in den Zwischenräumen, 
welche sie trennen. 

Satz XVIII. — Wenn das Haupt-Dreieck eines 
Netzes zu gleicher Zeit rechtwinklig und gleich- 
schenklig ist, so wird das Netz vier Systeme von 
Axen haben: zwei Systeme, die unter sich recht- 
winklig und von derselben Art sind, werden die 
Seiten des Grund-Quadrats als Parameter haben; 
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zwei andere Systeme, von einer anderen Art als die 
vorigen, werden gleichfalls rechtwinklig unter 
einander sein, sie werden die Diagonalen des Grnnd- 
Quadrats als Parameter haben und die vorigen Axen 
unter Winkeln von 45 Qrad schneiden. 

Dieses ist eine evidente Folgerung aus dem Satze XV. 

SatzXlX. — Wenn das Haupt-Dreieck eines Netzes 
gleichseitig ist, so wird das Netz sechs Systeme von 
Axen besitzen: drei Systeme einer ersten Art werden 
wie die Seiten des Haupt-Dreiecks gerichtet sein; 
drei andere unter sich gleiche Systeme, aber von 
einer anderen Art als die vorigen, werden senk- 
recht auf den Seiten des Haupt-Dreiecks sein. 

Dieses ist wieder eine Folge des Satzes XV. Die Figur 
1 1 stellt die Vertheilnng der Axen vor ; die ausgezogenen 
Linien entsprechen den Axen der ersten Art, die punktirten 
Linien denen der zweiten. 

Eintheilung der symmetrischen Netze« 

Aus dem Gesichtspunkt ihrer Symmetrie kann man vier 
verschiedene Classen von Netzen unterscheiden: 

Erste Classe. — Netze mit sechs Symmetrie-Axen, 
drei von einer Art und drei von einer anderen Art. Diese 
Classe zeigt nur eine einzige Art; das Netz mit dreieckiger 
gleichseitiger Masche, welches als Grund-Parallelogramm einen 
Rhombus mit Winkeln von 60 und 120 Grad hat. (Siehe 
Satz XIX). 

Zweite Classe. — Netze mit vier Symmetrie-Axen, zwei 
von einer Art, zwei von einer anderen Art. Diese Classe 
zeigt nur eine einzige Art; das Netz mit quadratischen 
Maschen. (Siehe Satz XVUI). 

Dritte Classe. — Netze mit zwei Symmetrie-Axen. 
Diese Classe zeigt zwei verschiedene Arten: das Netz mit 
rhombischer Masche oder centrirtem Rechteck; das [32] Netz 
mit rechtwinkliger Masche oder centrirtem Rhombus (Sätze 
XV und XVI). Die beiden Axen sind unter sich rechtwinklig 
und von verschiedener Art. 

Vierte Classe. — Asymmetrische Netze, die Masche 
ist ein Parallelogramm mit ungleichen Seiten, dessen Winkel 
von 90 Grad verschieden sind. 
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Von den gleichartigen Funktreihen in den Byrnmetrisclxeii 

Netzen. 

Definition. — Wir wollen wie auf Seite 30 voraus- 
setzen, dass in dem gegebenen Netze zwei gleiche Netze 
existiren, die, Gitterpunkt auf Oitterpunkt, ttbereinandergele^t 
sind, so dass sie nur ein einziges Netz vorstellen. Das eine 
der beiden Netze soll als unbeweglich angenommen werden, 
aber das andere soll sich als Ganzes bewegen können, sei 
es durch Translation oder durch Drehung. 

Nachdem dies festgestellt, sollen, wenn vor irgend einer 
Verschiebung eine gegebene Punktreihe des beweglichen 
Netzes mit der feststehenden Punktreihe abc . . . zusammenfällt 
und man durch passende Bewegungen des beweglichen Netzes 
diese Punktreihe mit der festen Pnnktreihe ABC ». , zur 
Deckung bringen kann, während gleichzeitig die beiden Netze 
Gitterpunkt auf Gitterpunkt zusammenfallen, die beiden Punkt- 
reihen abc . . . und ABC . . . gleichartig heissen. 

Satz XX. — Zwei parallele Pnnktreihen können 
immer als gleichartig betrachtet werden. 

Denn wenn man dem beweglichen Netze eine passende 
Bewegung der Translation, ohne Drehung, giebt, so wird man 
das gewünschte Zusammenfallen immer herbeiführen können. 

Satz XXI. — Zwei Punktreihen sind gleichartig, 
wenn sie denselben Parameter haben, und wenn man 
über diesen Parametern als Basis zwei, unter ein- 
ander gleiche, Elementar-Dreiecke construiren 
kann. 

Durch eine einfache Translation kann man stets einen 
Gitterpunkt der beweglichen Punktreihe mit einem Gitterpunkt 
der festen Punktreihe zusammenfallen lassen. Sei also 
(Fig. 12] der gemeinsame Punkt; sei OA die bewegliche 
Punktreihe, über deren Parameter OA man das Elementar- 
Dreieck OAa construirt hat. Sei OA' die feste Punktreihe, 
über deren Parameter OA' man das Elementar-Dreieck OÄd 
construirt hat. Man hat als Voraussetzung 0A= 0A\ Es 
ist erlaubt anzunehmen, dass man Oa =^ Oa' hat, denn wenn 
man Oa' = aA hätte, so würde eines der Elementar-Drei- 
ecke auf der entgegengesetzten Seite des Parameters, der ihm 
zur Basis dient, construirt werden können, und die Beziehung 
Oa = Oa wäre dann erfüllt. 
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[33] Wenn wir jetzt das bewegliche Netz um einen 
Winkel gleich AOA' um eine durch gehende und zur 
Ebene des Netzes normale Rotations- Axe drehen, so werden 
die beiden Elementar-Dreiecke zusammenfallen, und die Deck- 
ung der beiden Netze wird eine vollständige sein. 

In dem Falle, wo die beiden Elementar-Dreiecke invers 
gelegen wären, wie es OaA und Od" A!" sind, könnte man 
die Deckung nicht durch Drehung um die Normale der 
Ebene erreichen; aber dann wflrde man dazu gelangen, indem 
man das bewegliche Netz um 180° um die Gerade 0\ 
die den Winkel AOA'" halbirt, sich drehen lässt. Folglich 
sind auch in diesem Falle die beiden Punktreihen von der- 
selben Art. 

Anmerkung. — Die Halbirende des durch zwei Punkt- 
reihen mit gleichen aber invers gelegenen Elementar-Drei- 
ecken gebildeten Winkels ist eine Symmetrie-Axe des Netzes. 

Definition. — Die Punktreihen OA und OA' (Fig. 12), 
deren Elementar-Dreiecke durch Drehung um die durch O 
gehende Normale zur Deckung gebracht werden können, 
sollen direct ähnlich heissen. Die Punktreihen OA und 
0Ä'\ deren Elementar-Dreiecke invers sind, sollen invers 
ähnlich genannt werden. 

Wenn die beiden Elementar-Dreiecke, welche über den 
Parametern als Basis construirt sind, gleichschenklig sind, 
so sind die Punktreihen gleichzeitig direct ähnlich und in- 
vers ähnlich. 

Satz XXII. — Zwei, in Bezug auf eine der Sym- 
metrie-Axen des Netzes homologe Punktreihen 
sind gleichartig und invers ähnlich. 

Die inverse Ähnlichkeit ist hier das Resultat der Sym- 
metrie. 

Satz XXIII. — Wenn zwei oder mehrere gleich- 
artige und direct ähnliche Punktreihen vorhanden 
sind, die von demselben Punkte ausgehen, so theilt 
das ToUständige System dieser Punktreihen den 
diesen Gitterpunkt umgebenden Raum in gleiche 
Theile. 

Unter den Punktreihen, welche 0-4 (Fig. 12) direct ähn- 
lich sind, können wir diejenige herausgreifen, die mit OA 
den kleinsten Winkel einschliesst. Sei OÄ diese Punktreihe. 
Lassen wir das bewegliche Netz sich um die durch O gehende 
Normale drehen, bis die bewegliche Punktreihe OA mit der 
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festen Panktreihe OÄ zusammenfällt. Bei dieser Bewegnn^ 
wird die bewegliche Panktreihe OÄ nach OÄ* kommen^ 
welches [34] eine der Punktreihen des festen Netzes sein 
muss, und man findet so 

ÄOÄ' =^ AOÄ, 

Eine Drehung um denselben Winkel, und in demselben Sinne 
wie vorher, wird die bewegliche Panktreihe OA nach O^' 
bringen, und wenn man so fortfährt, wird OA schliesslich 
auf Oa, die Verlängerung von OA fallen, nach einer ge- 
sammten Drehung von 180 Grad. Alle die auf diese Weise 
erhaltenen Punktreihen 0-4, OÄ^ 0Ä\ . . . werden direct 
ähnlich sein, und wenn man die Gesammtzahl dieser Ponkt- 
reihen mit q bezeichnet, hat man 

AOÄ^'^. 

i 

Satz XXIV. — Die Gesammtzahl der gleicharti- 
gen und direct ähnlichen Punktreihen in einem Netze 
kann nicht grösser als drei sein. 

Sei q die Gesammtzahl der direct ähnlichen Punktreihen ; 

sei O (Fig. 13) ihr gemeinsamer Gitterpunkt, und OM der 

kleinste Parameter des Netzes. Man drehe OM um O um 

180^ 
einen Winkel gleich : man weiss aus dem vorigen Satz, 

dass bei dieser Bewegung das bewegliche Netz mit dem fest- 
stehenden wieder zusammenfällt. 

180® 
Sei also MOM' = : 3f wird einer der Gitter- 

punkte des Netzes sein. Man beschreibe einen Kreis mit dem 
Mittelpunkt O und dem Badius OM, und mache Bogen M"M' 
= Bogen MM, Bogen M'^'M" = M"M' u. s. w. Die 
Punkte M, M' und M" werden alle dem Netze angehören, 
und die Sehnen MM' und M' M" werden die Seiten eines 
regelmässigen, eingeschriebenen Polygons sein, dessen Seiten- 
zahl gleich 2q ist. 

Dieses Polygon kann nur ein Quadrat oder ein Sechs- 
eck sein. Construiren wir nämlich die Raute MM' M"m, 
so wird augenscheinlich Winkel M' Mm = Winkel M' OM 
sein; also werden die Dreiecke M'OM xmà M' Mm gleich- 
schenklig und ähnlich sein, und man hat 
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Mm = 



OM 



Wenn folglich M* M<C 03/ ist, wird a fortiori M'm <[ 03f, 
und da m ein Gitterpnnkt des Netzes ist, wäre OM nicht 
mehr der kleinste Parameter. Nun ist aber bei jedem regel- 
mässigen eingeschriebenen Polygon mit höherer Seitenzahl 
als sechs die Seite kleiner [36] als der Radius. Also muss 
das Polygon MM' M" ... ein Quadrat oder ein Sechseck 
sein, und die Zahl q wird gleich 2 oder 3 sein. Wenn 
^ = 2 ist, so besitzt das Netz eine quadratische Masche; wenn 
^ = 3 ist, besitzt das Netz eine dreieckige, gleichseitige Masche. 

CoroUarsatz. — Der Winkel, welcher von zwei direct 
ähnlichen Punktreihen gebildet wird, kann nur gleich 60 oder 
90 Grad sein. 

Satz XXV. — Gleichartige und direct ähnliche 
Punktreihen können nur in Netzen mit quadratischer 
oder dreieckig gleichseitiger Masche vorkommen. 

Dieser Satz ist eine Folgerung aus dem vorhergehenden 
CoroUarsatz. Die beiden folgenden, welche keines Beweises 
mehr bedürfen, sind die Umkehrungen dieser Sätze. 

Satz XXVI. — In jedem Netz mit quadratischer 
Masche, welches in seiner Ebene um einen seiner 
Gitterpunkte gedreht wird, wird der Ort der Gitter- 
punkte nach jeder viertel Umdrehung wieder derselbe, 
und jedem Punktreihen-System entspricht ein an- 
deres System gleichartiger direct ähnlicher Punkt- 
reihen, welches senkrecht zu ihm steht. 

Satz XXVII. — In jedem Netz mit dreieckig gleich- 
seitiger Masche, welches sich um einen seiner 
Gitterpunkte dreht, wird der Ort der Gitterpunkte 
derselbe nach jedem Sechstel der Umdrehung, 
und jedem Punktreihen-System entsprechen zwei 
andere Systeme von gleichartigen und direct ähn- 
lichen Punktreihen, welche eine Neigung von 60 
Grad zu dem gegebenen Systeme haben. 

Definitionen. — Wenn ein Netz bei einer Drehung um 
eine Normale zu seiner Ebene die Stellung seiner Gitter- 
punkte bei jedem Viertel der Umdrehung wiedererhält, so 
soll diese Gerade eine quaternäre Symmetrie-Axe des 
Netzes genannt werden. Wenn der Ort der Gitterpunkte 
nach jedem Sechstel der Umdrehung derselbe wird, so ist 
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die Drehungs-Axe eine senäre Symmetrie- Axe. Wenn 
solche AxeB vorhanden sind, so bilden sie ein System von 
parallelen, durch jeden Gitterpimkt gehenden Geraden. 

Die quatemäre Symmetrie cbarakterisirt das Netz mit 
quadratischer Masche, die senäre Symmetrie das Netz mit 
dreieckig gleichseitiger Masche. 

Die Figuren 14, 15 und 16 zeigen die Art der Anord- 
nung der gleichartigen Punktreihen, seien sie direct oder in- 
vers ähnlich, um einen und denselben Gitterpunkt für 
diese verschiedenen Classen von Netzen. Die ausgezogenen 
Linien sind Symmetrie- Axen, die Striche von ungleicher Länge 
bezeichnen die Axen von verschiedenen Arten, die punktirten 
Linien sind die Punktreihen, deren Art [36] dieselbe ist als 
diejenige einer Punktreihe von gegebenem Parameter. Die 
Figur 14 bezieht sich auf die Netze der ersten Classe mît 
dreieckig gleichseitiger Masche; die Figur 15 auf die Netze 
der zweiten Classe, oder mit quadratischer Masche, die Figur 
16 auf die Netze der dritten Classe, mit rhombischer oder 
rechteckiger Masche. 

Satz XXVIII. --- In einem asymmetrischen Netze 
kann es keine gleichartigen Punktreihen von ver- 
schiedener Richtung geben. 

Das ist klar für die invers ähnlichen Punktreihen (man 
sehe den Corollarsatz zum Satz XXI). Für die direct ähn- 
lichen Punktreihen ist es nicht weniger klar, in Folge des 
Satzes XXV. 

Satz XXIX. — Zwei gleichartige Symmetrie- 
Axen sind gleichartige Punktreihen für das Netz. 

Diese Axen sind Punktreihen des Netzes (Sätze X und 
XI), und da, wenn zwei solche Axen zur Deckung gebracht 
werden, auch das feste mit dem beweglichen Netze zur Deckung 
kommt, sind diese Punktreihen von derselben Art. (Defini- 
tion S. 36). 

Definition. — Man kann als Winkel derselben Art 
in einem Netze solche definiren, die gleich und zwischen zwei 
paarweise gleichartigen Punktreihen gelegen sind. 

§ IV. — Von den Sohaaren im Allgemeinen. 

Wir wollen die Schaar der Figur 1 betrachten, deren 
Gitterpunkt O zam Anfangspunkt der Coordinaten genommen 
ist, und welche vermittelst der drei Punktreihen O AA' Ä'..,y 
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OBBB\ .., ODD'D", ,. construirt ist. Wir werden die 
Parameter dieser Panktreihen mit a, b nnd e;? bezeichnen, nämlich 

(28) OA = a, OB = b, OD = d\ 

§, Tj und Ç sollen die linearen Coordinaten der auf die schief- 
winkligen Axen OA, OB und OD bezogenen Punkte im 
Räume sein; m, n und p sollen die Zahlen -Coordinaten 
der bestimmten Gitterpunkte vorstellen; x^ y und z die be- 
weglichen Zahlen-Coordinaten , welche unbestimmten Gitter- 
punkten angehören, so dass man, je nach dem Fall, hat 

(2^^ 1="^' 1=''' 1=^' 

(30) f-=^,f = y, | = - 

[37] Man wird bemerken, dass die ganze Schaar als eine 
Fläche mit getrennten und geschlossenen Schalen betrachtet ' 
werden kann, deren jede in einem Gitterpunkt der Schaar 
zum Verschwinden kommt. 

Die Gleichung dieser Fläche lässt sich in der Form 
schreiben 

sin* - TT + sin* t- ^ + sin* ^ tt = . 
a od 

Aufgabe XIV. — Die Gleichung einer Punkt- 
reihe zu finden, welche durch den Anfangspunkt 
und durch einen gegebenen Gitterpunkt T (Fig. 20) 
geht. 

Seien m , n und p die Zahlen-Coordinaten von T\ dann 
wird die Gleichung von OT in laufenden linearen Coordi- 
naten sein 

ma nh pd^ 
in Zahlen-Coordinaten wird man haben 

(31) £ = y=i. 

m n p 
Wenn w, n und p einen grössten gemeinsamen Theiler D 

7) ' 7) ' n) ^®^ Punktreihe 
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OT angehören, nnd wäre unter allen Gitterpnnkten der 
Reihe der dem Gitterpnnkt O zunächst liegende. Wenn m, 
n und p keinen anderen gemeinschaftlichen Divisor besitzen 
als die Einheit, so ist OT der Parameter der Pnnktreihe. 

Ich werde künftig annehmen, dass die Gitterpunkte, 
welche wir Gelegenheit haben werden mit dem Anfangspunkt 
durch eine Gerade zu verbinden, dieser Bedingung genügen, 
dass ihre drei Zahlen-Coordinaten keine anderen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben als die Einheit. 

Bezeichnung. — Die Punktreihe, welche vom Anfangs- 
punkt nach dem Gitterpnnkt (m, n^ p) geht, wobei m^ n 
und p keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, soll künf- 
tig durch das Symbol mnp bezeichnet werden. 

Satz XXX. — Seien T und T zwei Gitterpunkte 
einer Schaar (Fig. 20); wenn man durch einen dritten 
Gitterpunkt O die Strecke OA gleich und parallel 
mit TT zieht, so wird das äusserste Ende dieser 
Strecke ein vierter Gitterpunkt der Schaar sein.' 

Dieser Satz lässt sich beweisen wie der Satz I. 

[88] Aufgabe XV. — Die allgemeine Gleichung 
der mit der Punktreihe OT (Fig. 20), deren Symbol 
mnp ist, parallelen Punktreihen zu finden. 

Seien rri , n und p die Coordinaten eines zweiten Gitter- 
punktes, der willkürlich gewählt wurde : die Punktreihe, welche 
durch diesen Gitterpunkt parallel mit OT geführt ist, wird 
als Gleichung in Zahlen-Coordinaten haben 

(32) ^-"'' = y^- = ^:=i^' . 

^ m n p 

Aufgabe XVI. — DenParameterder Punk treibe 
Or und ihrer Parallelen zu finden (Fig. 20). 

* Seien a, ß und ô die Winkel, welche die drei Halbaxen 
der positiven Coordinaten miteinander in der y 2:- Ebene, in 
der a:;?- Ebene und in der rcy-Ebene bilden. 

Kommen wir überein, durch Pmnp den Parameter der 
vom Anfangspunkte ^nach dem Gitterpunkte (m, n^p] gehenden 
Punktreihe OT zu bezeichnen. Man wird nach einer be- 
kannten Formel als Werth des Quadrats dieses Parameters 
haben 

[P'^mnp = 7w*a* + w*i' + ü*d* + 2mnab cos d 
33 \ • /- 1 

( + m päd cos /Î + 2 nphd cos 0. 
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Man könnte in dieser Formel a durch P 100, h durch 
POlO und d durch POOl ersetzen. 

Aufgabe XVII. — Die Gleichung der Netzebene 
zu finden, welche durch den Anfangspunkt O und 
die beiden Gitterpunkte T und T (Fig. 20) geht. 

Die Formeln der analytischen Geometrie geben 

§{nbp'd — pdn'b) + rj{pdm'a — map' d) + L(man' h 

— nbm! a) = , 
und nach Division durch abd 

(34) x[np' — pn'] + y(pm' — mp') + z[mn' — nm') = 0. 

Sei jetzt D der grösste gemeinsame Theiler der Binome 
np' — pn!, pw! — mp' und mri — nm\ Setzen wir 

(35) ^ ^^ =y, ^- — 2r""^ = *' — D — ""*^ 

[39] so erhalten wir 

(36) gx + hy + kz — ^ . 

Bezeichnung, Definition. — Wir wollen die sym- 
bolische Bezeichnung [ghk] annehmen, um die Gesammtheit 
der mit der Fläche OTT' parallelen Netzebenen darzustellen. 
Die ganzen positiven oder negativen Zahlen g, h und k, 
sollen die Charakteristiken dieses Systems der Netzebenen 
in Beziehung auf die Axen der x, der y und der z sein. In 
dem Falle wo dieses Symbol (ghk) ein Missverständniss zu- 
liesse, würde man es durch (^, Â, k) ersetzen. Wenn eine der 
drei Charakteristiken, k z. B., das Zeichen — bekäme, würde 

man es über diese Charakteristik setzen, was (ghk) in i^hk) 
verwandeln würde. 

Aus diesem Uebereinkommen folgt, dass das Symbol der 
a:y-Ebene (001) sein wird, dasjenige der rr^i-Ebene (010) und 
dasjenige der y^-Ebene (100). 

Satz XXXI. — Die Spur irgend einer durch den 
AnfangspunktgehendenNetzebene, wie Or2"(Fig20), 
auf einer der drei Coordinaten-Ebenen ist eine den 
Netzen dieser beiden Ebenen gemeinsam zugehörige 
Punktreihe. 

Die Gleichungen dieser Spur in der Ebene der xy sind 

2 = , ^2? + '*y == . 
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Der zweiten dieser Gleichungen ist gentigt durch x = h^ 
y =. — g\ also ist diese Spur eine Pnnktreihe. Wenn g and 
h nicht relative Primzahlen sind, so giebt es andere Gitter- 
punkte zwischen dem Anfangspunkte und dem Punkte x = Aj 
y = — g. Sei im Allgemeinen D der grösste gemeiasame 
Theiler von g und h\ so wird die Spur der Ebene [ghk) axif 

der Ebene der xy eine Punktreihe mit dem Symbol j-^—J sein. 

Corollarsatzl. — Der Schnitt von zwei beliebigen 
Netzebenen wird eine den Netzen beider Ebenen gemeinsanae 
Punktreihe sein, vorausgesetzt dass er einen Gitterpunkt ent- 
hält; denn man kann immer eine der beiden Ebenen als 
Ebene der xy wählen (Aufgabe I) und den gemeinsamen Gitter- 
punkt zum Anfangspunkt. 

Corollarsatz IL — Wenn dieser Schnitt durch keinen 
Gitterpunkt der Schaar geht, so ist er wenigstens parallel mit 
einem gewissen Punktreihensystem. Um diese Punktreihen zn 
erhalten, führe man durch einen willkürlich gewählten Gitter- 
punkt zwei, zu den gegebenen Ebenen parallele Netzebenen; 
ihr Schnitt wird eine der Punktreihen dieses Systems geben. 

[40] Aufgabe XVIII. — Die allgemeine Gleichung 
der Netzebenen zu finden, welche parallel der 
Ebene OTT' (Fig. 20) sind, und deren Symbol (^ää;) ist. 

Durch den Gitterpunkt [m'\ i{\ p") wollen wir eine Ebene 
parallel zu OTT' legen; ihre Gleichung wird sein 

gx -\' hy -{- kz = gm" + hri' + kp" 
oder 

(37) gx + hy -{- kz:= C^ 

indem wir das letzte Glied durch C bezeichnen; C ist noth- 
wendiger Weise eine ganze Zahl. Diese Gleichung, welche 
so allgemein als möglich ist, umfasst das ganze System der 
zu OTT* parallelen Netzebenen. 

Aufgabe XIX. — Die Gleichung der an die Ebene 
OTT' (Fig. 20) angrenzenden Netzebenen zu finden. 

Man weiss aus der Theorie der Kettenbrüche, dass, wenn 
g, h und k keinen anderen gemeinsamen Theiler haben als 
die Einheit, es immer möglich sein wird, der Doppel-Gleichung 

(38) gx + hy + kz = ± \ 

durch ganzzahlige Werthe der a:, y, ;:; zu genügen. 

Die beiden durch diese Gleichung gegebenen Netzebenen 
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Bind die angrenzenden der Ebene OTT'\ denn für jede andere 
Ebene, deren Gleichung 

gx -\- hy -{- hz ^=^ C 

wäre, würden die Schnittpunkte mit den Axen der x^ der y 
und der z in grösseren Entfernungen vom Anfangspunkt liegen 
als für die Ebenen der Gleichung (38). 

Man könnte diesen Satz auch beweisen , ohne auf die 
Theorie der Eettenbrüche zurflck zu greifen. 

Aufgabe XX. — Man fragt, welche Anzahl von 
Schichten in einem System von Netzebenen, dessen 
symbolische Bezeichnung i^hk] ist, zwischen dem 
Gitterp unkt mit den Coordinateni^, iV, und P und dem 
Gitterpunkt mit den Coordinaten M\ N und P' ent- 
halten ist. 

Nehmen wir an, dass die Netzebene 

gx '\- hy -\- kz-^^ \. 

die Einheit als Ordnungszahl erhalte, dass die folgende Ebene 
die [41] Zahl 2 bekomme, u. s. w. Die Ebene 

gx -}-■ hy -{- kz = C 

soll die Ordnungszahl C haben. 

Seien jetzt C und C die Ordnungszahlen der durch die 
Gitterpunkte [M, N, P) und {M\ N\ P') gehenden Netz- 
ebenen, so wird man haben 

C = gM+hN+ kPy C = g M + hN' + kP\ 

Es wird also die Zahl der zwischen den beiden gegebenen 
Gitterpunkten liegenden Schichten bis aufs Zeichen den Werth 
haben 

g[M— M') + h(N— iV') + k{P - P'). 

Aufgabe XXI. — Die Bedingung zu finden, unter 
welcher eine durch den Anfangspunkt gehende 
Netzebene mit dem Symbol (ghk) einer Punktreihe 
conjugirt ist, welche vom Anfangspunkt zum Gitter- 
punkt {m"n"p') geht. 

Der Gitterpunkt {m", ri\ p") muss augenscheinlich auf 
einer der beiden an die Ebene 

^a; 4- Äy -f- A;5= 
angrenzenden Netzebenen gelegen sein. 
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80 wird also die gesuchte Bedingnog sein 

(39) gm" + hn" + kf = zb 1. 

Wenn die Ebene (ghk) die Gitterpnnkte (m, », p) und 
[m\ n\ p) enthält, wie das oben (Aufgabe XVII) angenommen 
ist, und wenn man in der Gleichung (39) g^ h und k darch 
ihre aus der Gleichung (35) gezogenen Werthe ersetzt, so 
wird die gesuchte Bedingung 

(40) 'm!'{np^ — pn') -^n'^pm' — mp') -^-p"(mn' — nm') === dz Z>. 

In dieser Formel ist D der grösste gemeinschaftliche Theiler 
der Binome np' — pn', pm' — mp' und mn' — nm\ 

Satz XXXII. — Wenn drei von ein und demselben 
Gitterpunkt ausgehende Punktreihen im Raum con- 
jugirt sind, so sind sie paarweise auf ihrer Ver- 
bindungsebene oonjugirt. 

Dieser Satz folgt offenbar aus der Definition der con- 
jugirten Pnnktreihen (Seite 9). 

[42] Das über den Parametern dieser drei Pnnktreihen 
construirte Parallelepiped ist eins der Grund -Parallélépipède 
der Schaar. Die drei Seiten, welche sich am Anfangspunkte 
treffen, bilden drei conjugirte Ebenen, die als angrenzende 
Ebenen die anderen drei Seiten haben. 

Satz XXXIII. — Wenn man das System der drei 
conjugitten Punktreihen OA, OB und OD (Fig. 17) 
durch das System der drei conjugirten Punktreihen 
0A\ OBnna 0Z>er8etzt, so wirddas Volumen desParal- 
lelepipedes durch diesen Wechsel nicht verändert. 

Die Gerade AA* wird nämlich in einer zu der Ebene 
BOD parallelen Ebene gelegen sein, so werden also die 
Grund-Parallelepipede in den beiden Axen-Systemen dieselbe 
Basis OBB* D haben, und ihre Höhe wird dieselbe sein. 

Satz XXXIV. — Wenn man statt des Systems der 
drei conjngirten Punktreihen OA, OB und OD 
(Fig, 17) das System 0^, OJS'und OD* setzt, bei dem 
die Punktreihen OB' und OD* einander in der 
Ebene BOD conjugirt sind, so wird das Volumen 
des Grund-Parallelepipeds nach diesem Wechsel 
dasselbe bleiben. 

Denn die parallelogrammatischen Grundflächen dieser 
Parallélépipède in der Ebene OBD haben gleichen Inhalt 
Satz III); die Höhen sind dieselben; folglich sind die 
Volumen gleich. 
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Satz XXXV. — Das Grund-Parallelepiped einer 
Schaar hat immer dasselbe Volumen, welches auch 
das System der eonjugirten Punktreihen sein mag, 
das ihm zu Grunde liegt. 

Seien Ox^ Oy^ Oz (Fig. 18) die drei Parameter, welche 
dazu gedient haben, die Gitterpunkte der Schaar zu construiren; 
sei i2 das Volumen des über diesen drei Parametern construirten 
Parallélépipèdes; seien 0-4, OB und OD die drei eon- 
jugirten Pnnktreihen, welche uns gegeben sind, und £1^ das 
Volumen des entsprechenden Grund-Parallelepipedes. 

Sei jetzt OÄ die Spur der Ebene AOB auf der Ebene 
der xy\ diese Spur ist eine der Punktreihen des Netzes der 
Ebene AOB (Satz XXXI). Sei also OB' eine der ihr eon- 
jugirten in derselben Ebene. Man könnte, gemäss dem 
Satz XXXIV, das System der Punktreihen [OA, OB, OD) 
durch das System [0A\ OB', OD) ersetzen, ohne das 
Volumen £1' des Grund-Parallelepipedes zu verändern. 

Sei ebenso OD' die Punktreihe, welche die Spur der 
Ebene OB'D auf der Ebene der xy bildet, und sei OB" 
eine zu OD' conjugirte Punktreihe auf der Ebene OB' D. 
Man könnte [43] statt des Systems [0A\ OB', OD) das 
System {OA', OD', OB") setzen, ohne das Volumen ß' des 
Grund-Parallelepipedes zu verändern. 

Man kann schliesslich {OA', OD', OB") durch (Ox, 
Oy, OB") ersetzen, weil Ox und Oy zwei in der Ebene 
A' OD', welche mit der Ebene der xy zusammenfällt, liegende 
conjugirte Punktreihen sind. Das Volumen des Grund-Parallel- 
epipedes wird gleich i2' bleiben. 

Wenn man dieses letzte Parallelepiped mit dem über Ox, 
Oy^ Oz, construirten Parallelepiped vergleicht, so erhält 
man, gemäss dem Satz XXXIII 

ß' = ß . 

Zweiter Beweis. — Wir wollen übereinkommen, die 
Zahl der in der Einheit des Volumens enthaltenen Gitter- 
punkte Dichtigkeit der Schaar zu nennen, wobei die 
Dimensionen dieser Volumen-Einheit, alle drei, unendlich gross 
im Vergleich zu den Parametern der Punktreihen, welche man 
betrachtet, angenommen werden. 

Nachdem dies festgestellt, seien (Fig. 18) 

OA = a', OB^b', OD = d', 
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Winkel AGB = d\ die Neigung von OD gegen die Ebene 

Man wird nach einer bekannten Formel erhalten 

ß' = a'b'd' sin ö' sin r'. 

Nehmen wir auf den verlängerten Geraden OA^ OB und 
OD Längen x, i und a, welche sehr gross im Vergleich za a\ 
h\ d! sind, so dass das über x, i und g construirte Parallelepiped 
der Einheit des Volumens gleich sei, und dass man daher habe 

xtcr sin 6! sin t' = 1. 

Die Zahl der in diesem Parallelepiped enthaltenen Gitter- 
punkte berechnet sich wie die Zahl der Kugeln in einem 
Haufen mit rechtwinkligen Seiten, ist also 

lï^V ^ d'' 

Es wird also, wenn q diese stets sehr grosse Zahl ist, 

Y.tö TLia sin d' sin r' 1 

^ — a'b'd' ^ a'b'd'^inô'smT' *~ Jï ' 

[44] Nun aber muss die Zahl ç, welche die Dichtigkeit der 
Schaar misst, constant bleiben, welches auch das System von 
conjugirten Axen sei, das man zu ihrer Bestimmung ange- 
nommen hat. 

Wenn man also setzt 

Ox=^aj Oy = b^ Oz = d^ 

Winkel xOy=ô, Neigung von Oz gegen xOy = T^ so wird 
man haben 

(41) ß' = ß = abd sin ô sin r. 

Satz XXXVI. — Umgekehrt werden, wenn das über 
den Parametern der Punktreihen OA^ OB und OD 
(Fig. 18) construirte Parallelepiped dem Grund- 
Parallelepiped der Schaar inhaltsgleich ist, die drei 
Punktreihen conjugirt sein. 

Nehmen wir an, dass im Innern des Parallélépipèdes ein 
Gitterpunkt der Schaar liege, und nennen diesen Punkt P, 
der so nahe als möglich an der Ebene AOB gewählt sei; 
das über OP^ OA und OB construirte Parallelepiped würde 
gleich ß sein (voriger Satz), also müsste das über OD^ OA 
und OB construirte Parallelepiped, welches die gleiche Basis 
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in der Ebene OAB und eine grössere Höhe hat, ein grösseres 
Volnmen haben als i2, was der in der Formnlirung des 
Satzes enthaltenen Voraussetzung zuwider ist. Folglich u. s. w. 

Aufgabe XXII. — Die Bedingung zu finden, unter 
der drei Punktreihen conjugirt sind. 

Seien (m, w, />), (m', w', p') und (m", n'\ p") die Co- 
ordinaten von den drei Gitterpunkten T, T und T" (Fig. 20). 
Man setzt voraus, dass m, n und p keinen anderen ge- 
meinsamen Theiler als die Einheit haben, und dass für 
m\ w', p' und w", w", p' das Gleiche gilt. Man sucht die 
Bedingung, unter welcher die Punktreihen O T, O T und O T", 
deren Symbole mnp^ mn'p' und m"vl'p" sind, conjugirte 
Punktreihen sind. 

Seien (?, ij, Ç) (r, iy', D und (^% f, H die linearen 
Coordinaten der Punkte T, T und T", in dem System der 
conjugirten Axen Ox, Oy und Oz^ welche a, h und es? als 
Parameter haben. 

Man beweist in den Lehrbüchern der analytischen Geo- 
metrie, dass das Volumen eines Tetraeders, das seine Spitze 
im Anfangspunkt hat, und die Ecken seiner dreieckigen Basis 
in den Punkten (|, ij, t), (|', i;', D «nd (f', rf', T), [45] 
bis aufs Vorzeichen den Werth hat 

wenn das System der Axen rechtwinklig ist. 

Wenn aber die Axen schiefwinklig sind, und wenn man 

Winkel xOy = öj Neigung von Oz gegen xOy = r 

hat, so mass dieses Volumen mit sînç sinr multiplicirt werden. 
Wenn man also das Volumen des über den Parametern 
OT, OT und OT" oonstruirten Parallélépipèdes ß' nennt, 
und dasjenige des Grundparallelepipedes ß, so wird bis auf 
das Vorzeichen 

ß' = [mn'p" — mp' n" + pntn" — nm'p" 
+ np' ni* — pn* ni*) ahd^wi ô sin r, 

oder auch wegen der Gleichung (41] 

(42) ß' = [m n'p" — mp' n" +pmri' — n ni f 

+ np'm" — pn' ni*) ß. 

Wenn die Punktreihen conjugirt sind, muss ß' = ß sein 
(Satz XXXV). Also wird die gesuchte Bedingung sein 

Ostwald's Klassiker. 90. 4 
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(43) mri'f — mp'fil'+pfn'ri' — nm'p"'\'np'ni' — pn!fn!'=^±: I. 

Umgekehrt wird man, wenn der Gleichung (43) genügt ist, 
daraus schliessen, dass ii' = Q, und die drei Ponktreihen 
werden conjugirte sein (Satz XXXVI). 

AnfgabeXXIII. — Die Bedingung dafür zu fin den , 
dass zwei Punktreihen, welche vom Anfangspunkt 
nach den Punkten T und T (Fig. 20) gehen, in der 
Netzebene, die diese beiden Pnnktreihen enthält, 
conjugirt sind. 

Seien (m, w, p) und (m', w', p') die Coordinaten von T und 
T, Die Gleichung der Ebene OTT wird durch die Formel 
(36) gegeben sein, in welcher g, h und k Werthe haben, die ans 
den Formeln (35) hervorgehen. Die Gleichung der beiden an 
OTT angrenzenden Netzebenen ist (Aufgabe XIX) gegeben durch 

gx + hy -{- kz = dz 1 . 

Also könnte diese Gleichung geschrieben werden 

x(np' — pn') 4- y [prnl — mp*\ + j?(m»' — nw!) = ±: Z>. 

[46] Seien jetzt (m", w", p") die Coordinaten eines Gitter- 
pnnktes T*\ der einer dieser angrenzenden Ebenen angehört. 
OT" wird eine zu der Ebene OTT' conjugirte Punktreihe 
sein, und man hat 

(44) m"[np' — pn!)--{-n"{pm! — mp') +p"[mn' — 7im') =±D. 

Wenn aber OT und OT' schon zwei zu einander in der 
Ebene OTT conjugirte Punkti'eihen sind, so werden OT^ 
OT und OT' drei conjugirte Punktreihen sein, und man wird 
gemäss der durch (43) ausgesprochenen Bedingung erhalten 

m" [np' — pn'] -^n" (pm' — mp') + p" (»w»' — nm')= ifc 1. 

Aus dieser Gleichung und der Gleichung (44) schliesst man, 
dass Z)= 1 ist. Umgekehrt wird, wenn D=l ist, der Bedingung 
(43) genügt sein, und die Punktreihen OT und OT' werden zu 
einander in ihrer Verbindungsebene conjugirt sein (Satz XXXII). 

Also wenn np' — pn', pm' — mp', und mn' — nm' keinen 
anderen gemeinsamen Theiler haben als die Einheit, so sind die 
Punktreihen T und O T' conjugirte Punktreihen des Netzes 
der Ebene OTT', und die Umgekehrung dieses Satzes ist eben- 
falls richtig. 

Satz XXXVII. — Wenn [m, n, p) und (m', n', p') die 
Zahlen-Coordinaten der Gitterpunkte T und T' 
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(Fig. 20) sind, so wird die Zahl der zu OT oder 
OT' parallelen Streifen, welehe zwischen zwrei 
gegenüberliegenden Seiten des über OTund OT con- 
strnirten Parallelogramms enthalten sind, dem 
grössten gemeinsamen Theiler der drei Binome 
np' — pn\ pw! — mp* und m«' — nrn! gleich sein. 

Seien nämlich ifn\ n" und p" die Coordinaten eines 
Gitterpunktes T", welcher einer an die Ebene OTT' an- 
grenzenden Netzebene angehört. Man wird haben (Gleichung 44) 

m" [np' — pn') + w" (pm! — mp) + /?" (wi»' + wm') = ±: Z>. 

Sei ß' das Volumen des über den drei Kanten OT, OT 
und OT' construirten Parallélépipèdes; der Werth von il' 
wird durch die Gleichung (42) gegeben, welche sich in dem 
gegenwärtigen Fall umwandelt in 

Seien jetzt cd der Flächeninhalt des Grund-Parallelogramms 
des Netzes der Ebene OTT, und lo' der Flächeninhalt des 
über OT und OT, construirten Parallelogramms, sei end- 
lich J die Dicke der zwischen T" und der Ebene OTT ge- 
legenen Schicht, so wird man haben 

[47] folglich auch 

(45) œ' = coD. 

Nun wird das Verhältniss w' : w offenbar gleich sein der Anzahl 
der zu OT oder zu OT* parallelen Streifen, welche durch 
das Dreieck OTT gehen: also wird D die Zahl dieser 
Streifen darstellen ; folglich wird diese Zahl gleich dem grössten 
gemeinschaftlichen Theiler unserer drei Binome sein. 

Satz XXXVIII. — In einem System von parallelen 
Netzebenen, die (ffhk) zum Symbol haben, und 
deren Grund-Parallelogramm als Inhalt (o hat, ist 
der Flächeninhalt des, durch die Schnittpunkte 
der conjugirten Axen mit der Ebene 

gx + hy -{- kz = l 

bestimmten Dreiecks gleich dem Quotienten aus 
dem Flächeninhalt ^co durch das Product ghk der 
Charakteristiken, und der Flächeninhalt des durch 
die Schnittpunkte derselben Axen mit der Ebene 

4* 
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ffx -{- hy -\- kz = ghh 

bestimmten Dreiecks hat als Werth das Prodact 
von \ia nnd ghh. 

Sei Giï^(Pig. 19) die Ebene 

gx'\'1iy -\-hz=\^ 

und G'H'K' die Ebene 

gx -{■- hy -\- kz ^=^ ghk , 

so dass man, da a, bj d die drei Parameter von Ox^ Oy, Oz 
sind, erbalte 

OG' = hka, 0G = ^, 

ff 



(46) 



OK' = ghd, 0K=^, 
Flächeninhalt & H' K' : 



^2 



Flächeninhalt GHK= OG' \0G = g^h^k"" : 1 . 

Bringen wir den Anfangspunkt der Coordinaten nach G'y 
während die Axen ihre Richtung behalten. Die Zahlen-Coor- 
dinaten (m, w, p) und {m\ n\ p') [48] der Gitterpunkte H' 
und K' werden für diese Stellung der Axen sein 

m = — hky n ^=zgkj p = Oy 
m' = — hk, n' = 0, p r=zgh\ 

man folgert daraus 

np — pn* = g^hk^ 
pm! — mp' = gh^ky 
mn! — nrn = ghk^^ 

und, wenn D der grösste gemeinsame Theiler der drei Bi- 
nome ist, 

D = ghky 

da ja ^, A, ^ relative Primzahlen sind. 

Sei also (a der Flächeninhalt der Grund-Masche der 
Netze auf den Ebenen GÄJT und G' H' K' \ so wird man 
in Folge des Satzes XXXVII und der Gleichung (45) haben 
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(47) 2 Flächeninhalt des A ö'H'ä:' = wZ> = ghk(ù, 

was den zweiten Theil des Lehrsatzes beweist. Und da man 
andererseits 

^, ,..,.,. ^ A ^^T^ Flächeninhalt des A ö 'S' JfiT' 
Flächeninhalt des A GHK = ^..jJ"^ 

hat, so folgt daraus 

(48) 2 Flacheninhalt des A GHK = -— • 

Aufgabe XXIV. — Den Flächeninhalt des Grund- 
Parallelogramms in dem System der. Netzebenen, 
die durch das Symbol (ghk) bezeichnet werden, zu 
finden. 

Ich werde die Seiten z Oy, z Ox und yOx der körper- 
lichen Ecke (Fig. 19) a, /? und 6 nennen; ju, v und v5 
die Flächenwinkel derselben körperlichen Ecke, wobei (i der 
Flächen Winkel ist, dessen Kante Ox ist, t/, isr die Flächen- 
winkel, deren Kanten Oy und Oz sind. Ich werde S (ghk) 
den unbekannten Flächeninhalt des Grund-Parallelogramms 
der Netze auf den Ebenen (ghk) nennen. Nachdem dies 
festgesetzt, erhält man durch eine bekannte Formel, die ich 
der analytischen Geometrie des Raumes entnehme, 



GHK = GHO +GKO +HKO 
(49) { — 2GHO'GKOüo%li — 2GHOHKOiüo%v 

' — GKO ' HKO cos tar. 

[49] Ist die Ebene GHK die Netzebene, welche als Glei- 
chung 

gx + hy ■■{■• kz= 1 

hat, so bekommt man 

Flächeninhalt des A öHO = iO(?.0£^ sind = i-|- sind, 

Flächeninhalt des A öÄ'0=iOC?.OJr sin /? = |-jsin/î, 

g ^ 

Flächeninhalt des A HKO — \OH^ OJTsince = ||^|sin a . 
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Wir wollen jetzt 

bd 8În a mit g) y 
ad sin ß mit x > 
ab sin d mit \p 
bezeichnen ; 

çp wird der Flächeninhalt der Masche des Netzes auf der 
Ebene der yz, also aS(IOO), sein, 

X wird der analoge Flächeninhalt für die Ebene der aaz, 
also ^^(OlOj, sein, 

ijj wird der analoge Flächeninhalt für die Ebene der a:y^ 
also aS'(OOI), sein. 

Man wird alsdann haben 



Flächeninhalt des A G^O = ^ 



ffh^ 



Flächeninhalt des A GKO = ^ ^ 



Flächeninhalt des A H^O == i Ä î 

aber andererseits, in Folge des Satzes XXX VUI, 

Flächeninhalt des A GHK=: \ ^^^J^' 

Also, wenn man diese Werthe in der Gleichung (49) 
einsetzt, erhält man 

p iffhk) = (7>* + à^X* + *>* — ^ffà(px cos üt 
\ — 2gkq)xp cos v — 2hkxip cos fi , 

und diese Gleichung ergiebt den Flächeninhalt des Grund- 
Parallelogramms der Netzebene {ffhk), sobald man die analogen 
Flächeninhalte in den Netzen der drei conjugirten Coordinaten- 
Ebenen kennt. 

Aufgabe XXV. — Die Dicke der Schichten zu 
finden, welche parallel zu den Netzebenen mit 
dem Symbol {ghk) sind. 

Sei wieder S {ghk) der Flächeninhalt des Grund-Paral- 
lelogramms des Netzes von [50] dem System [ghk]. Seien 
J die Dicke der entsprechenden Schichten und £1 das 
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Voinmen des Orund-Parallelepipedes, so wird man haben 

(51) ilz= JS(ghk), 

Behalten die Winkel a, ß^ d, ju, v, er ihre frühere 
Bedentang bei, so können wir die Gleichung (41) in die Form 
bringen 

(52) S2 = abdyi — cos*« — cos*jtf — cos*d'+2co8acosj^coBdf. 

Entnehmen wir ans der Gleiehung (50) den Werth von 
S*{ghk)y um ihn in die zum Quadrat erhobene Gleichung (51) 
einzusetzen, so erhalten wir 

^^ à^b*€p{l — cos'« — coa^jg — cos'J-h 2co8cgco8igcoBcf) 

^^y^+Ä^j^^-f-Ä'V'^ — 2^Ä9)/ 00801 — 2^*9 i/;cosi'--2ÄÄ;ir i// cos ju 

Wenn wir schliesslich ç), Xj "^ dnrch ihre Werthe in a, 
bj d, a, ß und d ersetzen, so wird diese Gleichung 

(53) z/* = 

1 — cos'« — e08^/3 — C08^<f+2C08«C08jgC08(f 

^sin'g , h^üin^ß , kHin^â ^rABinosiD^ «^Ajsinosin^ AÄsin^sin^ 

a^ P £p ab ad hd ^ 

Man hfttte aneh direct auf diese Formel kommen können, 
wenn man den analytischen Ausdruck für die Senkrechte gesucht 
hatte, die von dem Anfangspunkt auf diejenige Ebene gefällt 
ist, deren Gleichung in linearen Goordinaten die folgende ist 

Satz XXXIX. — Der mittlere Abstand der Gitter- 
punkte einer Schaar ist gleich der Cubikwurzel 
ans dem Volumen ihres Grund-Parallelepipedes. 

In Uebereinstimmung mit der von Poisson gegebenen 
Definition des mittleren Abstandes (siehe Seite 24) 
wollen wir. den mittleren Abstand der Gitterpunkte 
einer Schaar die Seite eines Würfels nennen, die gleich 
der Einheit des Volumens ist, getheilt durch die Zahl der 
Gitterpunkte, welche diese Einheit des Volumens enthält. 

Sei E dieser mittlere Abstand; indem wir die als sehr 
gross vorausgesetzte Zahl der Gitterpunkte, welche die Einheit 
des Volumens enthält, wieder ç nennen, erhalten wir 

£' = -; 
Q 



(56) 
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[61] woraus wir wegen ç = — schliessen (siehe den zweiten 

Beweis des Satzes XXXV) 

(54) £' = ii, JS = |/ß, 

wobei Q das constante Volumen des Grnnd-Parallelepipedes der 
Schaar ist. 

Aufgabe XXVI. — Die Coordinaten-Axen zu ver- 
ändern und die neuen Coordinaten als Functionen 
der alten auszudrücken und umgekehrt. 

Seien (m, n, p), (m', n\ p')\xuà. (m", fi\ p") die ZaMen- 
Coordinaten der äusseren Enden T, T und T" (Fig. 20) von 
den Parametern der drei Punktreihen, welche als neue Axen 
dienen sollen. Seien X, Y und Z die Zahlen-Coordinaten 
irgend eines Gitterpunktes in dem neuen Axen-System. Anf 
eine analoge Weise wie diejenige, welche zu den Gleichungen 
(17) führt, erhält man 

\x = mX + m Y + m" Z , 

(55) ^y= nX+ n'Y+ nZ, 

\z = pX+ p'Y+ fZ, 

Es wird angenommen, dass die Punktreihe OT^ welche 
vom Anfangspunkt nach dem Punkt (m, ts, p] geht, als Axe 
der X dient. Die Punktreihe OT dient als Axe der Y, 
und die Pnnktreihe OT" als Axe der Z. 

Ich setze jetzt, um abzukürzen, 

mn*p* — mpn" +jt> m'»" — nm'p" + np'm" — p vi m = (m ^y ) , 
mti —nni =[mn'\ nm"—mn"= [nm"\nifi'—n'm"=[m'riX 



\p m'—mp' = [pm!], mp"—pm"=^ (mp%p'fn"—fn'p"=(p'fnr] , 
\np'—pn' = [np'), pn''—np''=(pn"), n'p"—pn"=(n'p'y 

Wenn man, vermittelst des bekannten Verfahrens der Elimi- 
nation, aus den Gleichungen (55) die Werthe von X, Y, Z 
berechnet, so erhält man 

~ {mn'p") ^ [mn'pT ^ [mn'p") ' 

^ [np'^ ^ [pm') , (m n') 

(»tw/> J {ftmp}^ [mnp 
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[52] woraus man sieht, dass, wenn X, Yy Z immer ganze 
Zahlen sein sollen, es nothwendig ist, dass die drei gegebenen 
Panktreihen conjngirt sind. 

Indem man diese Yora^ussetziing macht, wird 

{mny) = ib 1 , 

was die vorhergehenden Gleichungen in die folgenden ver- 
wandelt 

dl X = {ny)x 4- [p'nqy + (wV) z, 
(57) I =b y = Ipn") X + [mf] y + (nm") z , 

± z = {»j9') X + (i^w') y + (w«') z . 

Man führe durch eine passende Drehung des Systems 7, 
OT\ OT" um 0, Or auf Ox, führe OT in die Ebene 
xOy^ indem Sorge getragen wird, dass OT* und Oy auf 
derselben Seite liegen in Bezug auf die nach beiden Rich- 
tungen unendlich verlängerte Gerade Ox\ wenn dann 07"' 
und Oz in Bezug auf die Ebene der xy auf dieselbe Seite 
fallen, so muss den ersten Gliedern der Gleichung (57) das 
Zeichen -f- gegeben werden; im umgekehrten Falle muss das 
Zeichen — vorgezogen werden. 

Corollarsatz. — Nehmen wir an, dass die Axe der z 
allein verändert, und durch T" ersetzt werde, und nennen 
wir m^ , n^ die den Axen der x und der y parallelen Zahlen- 
Coordinaten von T\ 

In diesem Fall wird sein 

m=l, w=o, /?=o, 
;7i' = 0, w' = 1, i>' = 0, 
ni' = m^, n" = Wq > />' == ^ ? 
und die Gleichungen (55) werden geben 

:r == X -|- Wq Z, 
y^Y+n,Z, 
z = Z. 

Die umgekehrten Formeln werden dann sein 

X = X — ^qZ y 
y= y — n^Zj 
Z = z. 

Die der veränderten Axe parallele Zahlen-Coordinate bleibt 
unverändert. 
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[53] Aufgabe XXVII. — Man fragt, was ans dem 
Symbol einer Netzebene (ghk) in einem neuen Axen- 
System wird. 

Seien wieder (m, », />), (m', n\ p) und (m", »", />") 
die Zahlen-Coordinaten der äusseren Enden T, T', T" (Fig. 20) 
der Parameter von den drei Punktreihen, welche als neue 
Axen dienen sollen. Wenn man in der allgemeinen Gleichung 

gx -]- hy -{- kz = C 

die ans den Gleichungen (55) entnommenen Werthe von x, y y z 
substituirt, so wird 

[gm + Ä» + hp] X + [gm + Ä» + kp) Y 

+ [gm" + hn'' + kp") Z=: C, 

woraus man sieht, dass in diesem neuen Axen-System das 
Symbol der Ebenen (ghk) sich in [gm + kn + kp, gm' 
+ hn + kp\ gm" + hn" + kp") verwandelt, das heisst^ 
dass, wenn das neue Symbol [GHK) ist, man hat 

!G = gm + Ä/^ + kp^ 
H=gm' + hn -^rkp^ 
K=gm'+hfi'+kp", 

Corollarsatz. — Wenn man die Axen der x und y bei- 
behält und sich darauf beschränkt, die Axe der z zu ersetzen 
und zur neuen Axe der z die Panktreihe ?TT zu wählen, welche 
die in umgekehrtem Sinne genommene Verlängerung der Diago- 
nale von dem über a, b, d construirten Parallelepiped ist, 
so erhält man 

m = l, n = Oj j»=0, 

m' = , n = 1, i»' = , 

m"=— 1, »"= — !, y= — 1, 

was das Symbol [ghk) in (g, h, — g — h — k) verwandelt. 
Wenn man alsdann die Charakteristik der Netzebene 
[ghk) in Bezug auf diese neue Axe / nennt, so wird man die 
Gleichung haben 

l = — g — h — k. 

Wenn e der Parameter der neuen Axe ist, so wird der auf 
dieser Axe zwischen dem Anfangspunkt und der Ebene 

gx + hy + kz = 1, 
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[54] welche in dem neuen System 

geworden ist, gelegene Abschnitt augenscheinlich den Werth 

-y haben. 

Man sieht daraus, dass, »wenn die Parameter a, h^ d, e 
von vier Pnnktreihen, die paarweise conjugirt sind, so gewählt ' 
sind, dass sie vier einander im Raum das Gleichgewicht hal- 
tende Kräfte vorstellen, jede an eine durch den Anfangspunkt 
gehende Netzebene angrenzende Ebene auf den Parametern 

dieser Punktreihen die Abschnitte —, 7, -r« *t bestimmen wird, 

g^ h^ k^ l ' 

wobei ffy h, k, l positive oder negative ganze Zahlen sind. Man 
kann alsdann die Bezeichnungen [ghk]^ [9^^) {ff^^)i (^^^) 
ohne Unterschied als Symbol der Netzebene nehmen, und zwi- 
schen den vier Charakteristiken ff, h, kj l wird die Beziehung 
bestehen 

(59) ^ + A + Ä + Z=0.« 

Bezeichnung mit vier Charakteristiken. — 
Wenn man, um die Stellung der Netzebenen der Schaar zu 
bestimmen, vier Axen anwendet, welche den eben dargelegten 
Bedingungen genflgen, so ist es zweckmässig, das Symbol 
[ghk) durch das Symbol mit vier Charakteristiken {ff h kl) zu 
ersetzen. 

Definitionen. — Ich bezeichne mit dem Namen Ele- 
mentar-Tetraeder jedes Tetraeder, welches als Ecken vier 
Gitterpunkte der Schaar hat, die in solcher Weise gewählt 
sind, dass jeder von ihnen auf einer an die Netzebene, welche 
die drei anderen Gitterpunkte enthält, angrenzenden Ebene 
gelegen ist, oder auch »jedes Tetraeder, welches über drei 
conjugirten Parametern, die von demselben Gitterpunkt aus- 
gehen, construirt ist.« 

Ein solches Tetraeder bildet immer den sechsten Theil 
von einem der Grund-Parallelepipede der Schaar, also ist das 
Volumen aller dieser Tetraeder dasselbe und gleich ^fi. 

Ich nenne Haupt-Tetraeder dasjenige, dessen Basis 
das spitzwinklige Dreieck ist, welches von den beiden kleinsten 
Parametern der ganzen Schaar umfasst wird, und dessen drei 
an der Basis liegende Flächenwinkel spitz sind, zwei von diesen 
drei Winkeln können ausnahmsweise Kechte werden. 
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[65] Satz XL. — Jedes Tetraeder, welches als 
Ecken den Anfangspunkt und die drei Punkte 
(m, n, p\ (m', n' p') und [m'\ n\ p") hat, hat als Volumen 
das Product des Volumens des Elementar-Tetra- 
eders mit dem Factor 

mn'p" — mp'n' '\- pm'n" — nm'p" -{•- nprri^ — pn'm'\ 

Dieser Satz ist eine Folge der Formel (42). 
Sei OTT'T (Fig. 20) das gegebene Tetraeder, dann 
wird man haben 

(60) Volumen des Tetraeders OTT'T = \Si [mnp"). 

Diese Formel bleibt richtig, wenn w, n^p oder m', n\p oder 
m", w", p" andere gemeinsame Theiler haben als die Einheit. 

Aufgabe XXVIII. — Das Haupt-Tetraeder einer 
Schaar zu finden. 

Wählen wir willkürlich einen Gitterpunkt O (Fig. 21), 
und suchen die beiden kleinsten Parameter 0-4, 0B\ ent- 
werfen wir sie in einem solchen Sinne, dass der Winkel AOB 
spitz sei, oder höchstens gleich 90 Grad, was immer möglich sein 
wird. Vollenden wir das Dreieck AOB y welches eins der 
Hauptdreiecke der Netzebene AOB sein wird, und construiren 
über irgend einer seiner drei Seiten, z. B. über AB, das zweite 
Hauptdreieck BAO\ welches, mit dem vorigen vereint, das 
Grundparallelogramm OAO'B vollendet, lieber dem ümriss 
dieses Parallelogramms errichten wir senkrecht die Seiten eines 
nach beiden Richtungen unbegrenzten Prismas. Die Netzebene, 
welche angrenzend an die Ebene OA O'B und über dieser 
gelegen ist, wird von dem Umriss des Prismas nach einem, 
der Basis OA O'B gleichen, Parallelogramm geschnitten, wel- 
ches in seinem Innern einen Gitterpunkt der Schaar enthalten 
muss, wenn es nicht zwei oder vier davon auf seinem Umriss 
enthält. Sei D dieser Gitterpunkt; die Punktreihen OA^ 
OB und OD werden conjugirt und die Pyramide OABD 
wird das Haupt-Tetraeder sein. 

Wenn der so erhaltene Gitterpunkt in d gelegen wäre, 
und sich orthogonal auf das Innere des zweiten Dreiecks 
BAO' projicirte, so würden die Punktreihen 0'-4, O'B und 
O'd conjugirt sein, und die Pyramide O'ABd wäre das Haupt- 
Tetraeder. 

Anmerkung. — Sei OABD das Haupt-Tetraeder, wel- 
ches aus der vorhergehenden Construction hervorgeht und lioth- 
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wendiger Weise über der Ebene OAO'B gelegen ist. Wenn 
wir dieselbe Construction auf der an die Ebene OAO'B an- 
grenzenden Ebene wiederholen , die unter derselben gelegen 
ist, so erhalten wir einen anderen [66] Gitterpunkt D\ dessen 
Lage in Bezug auf D so sein wird, dass A^ Z>, B und D' 
ein Parallelogramm bilden. Das Tetraeder O'ABÜ wird 
auch ein Haupt-Tetraeder sein, aber es wird unter der Ebene 
OAO'B gelegen sein. Es ist leicht zu sehen, dass OABD 
und O'ABD' zwei inverse*) Polyeder sind, deren Sym- 
metriepol in cü, dem Mittelpunkt des Parallelogramms OAO'B 
liegt, woraus man ersieht, dass »in jeder Schaar zwei Haupt- 
Tetraeder existiren, die invers zu einander sind«. 

Satz XLI. — Alle Kantenwinkel des Haupt-Tetra- 
eders sind spitz; einige von ihnen (vier höchstens) 
können ausnahmsweise Rechte sein. 

Seien OA^ OB (Fig. 21) die beiden kleinsten Parameter 
der Schaar und OABD ihr Haupt -Tetraeder. 

Die ausgesprochene Behauptung ist evident f flr die drei Winkel 
der Basis OAB, Man lege durch eine Ebene normal zu 0A\ 
schon nach der Construction des Tetraeders k^nen OD und 
OA nicht auf verschiedenen Seiten in Bezug auf diese Ebene 
gelegen sein, also A OD <^ 90 Grad. Man kann auf dieselbe Art 
beweisen, dass eine fthnliche Ungleichung für die Winkel 
DOB, DAO, DAB, DBO, DBA stattfindet. 

Jetzt schliesst man ans OB < OD auf ODB < OBD 

< 90 Grad; aus OA < OD schliesst man, dass OD A < OAD 

< 90 Grad; endlich aus BD^BO, DA> OA folgert man 

BD^ + DA^ > BO^ + 0A\ 

Nun hat man, da der Winkel BOA ein spitzer oder ein rechter 
ist, BO^ + OA* > oder = BA"; also auch 

BD* + DA^:>BA'^] 

folglich kann der Winkel BD A 90 Grad nicht übersteigen. 

Die Zahl der rechten Winkel des Tetraeders kann ausser- 
dem vier nicht übersteigen, da das Tetraeder nicht mehr als 
vier Seiten hat. 

Anmerkung. — Die Eigenschaften des Haupt-Tetraeders 
sind eingeschränkter als diejenigen, welche das Haupt-Dreieck 



*) Wegen der Definition dieser Ausdrücke sehe man die An- 
merkung *) auf Seite 68. 
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in den Netzen besitzt. Seine Flächenwinkel sind nicht alle 
nothwendiger Weise spitz. £s besitzt nicht nothwendiger 
Weise alle die kleinsten Parameter des Systems, und endlich 
ist es nicht nöthig, dass das Haupt- Dreieck vom kleinsten 
Flächeninhalt eine seiner vier Seiteuflächen bildet 

[57] Es folgt ohne Beweis eine Zusammenstellung ver- 
schiedener Eigenschaften des Haupt-Tetraeders. 

Satz XLII. — Wenn b der grössere der beiden 
Minimal-Parameter der Schaar ist, und wenn B der 
Winkel ist, welcher der Seite b in dem mit diesen 
Parametern construirten Dreieck gegenüber liegt, so 
ist die Höhe des Haupt-Tetraeders wenigstens gleich 

JVi — |coseo*Ä. 

Corollarsatz. — Dieselbe Höhe wird wenigstens gleich 
b V\ sein. 

Satz XLin. — Der kleinste unter den Parametern 
der Schaar ausserhalb der Ebene, welcher die bei- 
den Minimal-Parameter enthält, ist nothwendiger 
Weise die eine der drei Kanten, welche die Spitze 
des Haupt-Xetraeders mit den drei Ecken seiner 
Basis verbinden. 

Satz XLIV. — Wenn OB, OA (Fig. 21) die beiden 
Minimal-Kanten des Haupt-Tetraeders OABD sind, 
wobei OA die kleinere von beiden ist, und wenn man 
durch B die Strecke j&O' gleich und parallel mit OA 
legt, so wird eines der vier Dreiecke AOB, AOD, 
BOD, BO'D das elementare Dreieck mit kleinstem 
Flächeninhalt der ganzen Schaar sein. 

Corollarsatz. — Die Netzebene mit kleinstem Flächen- 
inhalt enthält immer wenigstens einen der beiden Minimal- 
Parameter der Schaar. 



§ V. — Von den symmetrisohen Schaaren. 

Definitionen. — Ich nenne Symmetrie-Axe einer 
Schaar eine Gerade, wenn bei einer Drehung der Schaar als 
Ganzes um dieselbe durch einen gewissen Winkel dieselben 
Punkte des Raumes vor und nach der Drehung mit Punkten 
der Schaar besetzt sind. Ich sage alsdann, dass der schein- 
bare Ort der Gitterpunkte der Schaar nach dieser Drehung 
wiederhergestellt ist. 
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Um die folgenden Auseinandersetzungen deutlicher zu 
gestalten, werde ich voraussetzen, dass zwei gleiche Schaaren 
vorhanden sind, die, Gitterpunkt mit Gitterpunkt, zusammen- 
fallen, so dass sie nur eine einzige Sohaar vorstellen. Die 
Lage einer dieser Schaaren wird als unveränderlich angenom- 
men, die andere möge sich ganz in einem Stücke und wie ein 
fester Körper bewegen können, sowohl durch Translation wie 
durch Rotation. 

[58] Wenn die bewegliche Schaar, indem sie sich um die 
Axe dreht, nach einer halben Umdrehung, oder einer Drehung 
von 180 Grad, wieder mit der feststehenden Schaar zusammenfällt, 
wird die Axe mit dem Namen binäre Symmetrie- Axe oder 
kürzer binäre Axe bezeichnet. Irgend ein beliebiger Gitter- 
punkt der Schaar hat seinen homologen Punkt auf der anderen 
Seite der Axe. Die Gerade, welche diese beiden Punkte ver- 
bindet, ist zur Axe normal und wird durch sie halbirt. 

Wenn das Zusammenfallen nach einer Drittel-, einer 
Viertel- oder einer Sechstel-Umdrehung erfolgt, so soll die 
Drehungsaxe den Namen ternäre, quaternäre oder senäre 
Symmetrie-Axe erhalten. In den Schaaren mit ternärer 
Symmetrie-Axe sind die Gitterpunkte je zu dreien um die Axe 
geordnet, und jeder Gitterpunkt hat zwei homologe. Die An- 
ordnung ist eine solche zu vieren um die quaterniren Axen, 
und zu Sechsen um die senären Axen. 

Die Symmetrie einer Axe soll als Ordnungszahl 2,3,4 
oder 6 haben, je nachdem dieselbe binär, ternär, quatemär 
oder senär ist. Diese Ordnungszahl soll bei den Hechnungen 
durch den Buchstaben q bezeichnet werden. 

Zwei Symmetrie -Axen derselben Ordnung sollen Axen 
derselben Art heissen, wenn die Anordnung der Gitter- 
punkte um die eine von ihnen dieselbe ist wie um die andere. 
Um diese Aehnlichkeit der Anordnung zu constatiren, ver- 
bindet man in Gedanken die Gitterpunkte der Schaar mit 
jeder der beiden Axen, und eins der beiden Systeme wird als 
beweglich vorausgesetzt. Wenn man dann zu gleicher Zeit 
die bewegliche Axe ihit der festen, und die beweglichen Gitter- 
puttkte mit den festen zur Deckung bringen kann, so sollen 
die Axen von derselben Art heissen. 

Es ist nothwendig, dass die Axen von derselben Ordnung 
sind, und dass ihre Parameter gleich sind, wenn sie von der- 
selben Art sein sollen. Im Allgemeinen sind diese Bedingungen 
hinreichend. Es giebt indessen einen besonderen Fall, wo 
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zwei binäre Axen denselben Parameter baben können, obne 
von derselben Art zn sein. 

Zwei Axen, welcbe den vorbergebenden Bedingungen nicht 
genügen, sollen Axen von verschiedener Art beissen. 

Jede Scbaar, welcbe eine oder mehrere Symmetrie-Axen 
besitzt, soll symmetrische Schaar beissen, und im entgegen- 
gesetzten Fall soll sie asymmetrisch genannt werden. 

Jede Ebene, welche eine Schaar in zwei geometrisch 
symmetrische Hälften theilt, soll Symmetrie-Ebene der 
Schaar beissen. Jeder Gitterpnnkt besitzt alsdann seinen 
homologen auf der entgegengesetzten Seite der Ebene. 

[69] Satz XLV. — Der kleinste Winkel, welcher 
die Orte der Gitterpunkte einer symmetrischen Schaar 
während ihrer Drehung um eine Symmetrie-Axe wie- 
derherstellt, ist ein Theiler von 360 Grad. 

Sei M (Fig. 13) einer der Gitterpunkte der Schaar, und 
MO die von M auf die Axe gefällte Senkrechte. Lassen wir 
die bewegliche Schaar eine Drehung JfOitf' um die Axe machen, 
wodurch der Ort der Gitterpunkte nicht verändert wird, und sei 

MOM' = Q. 

Während der bewegliche Gitterpunkt M sich über den 
festen Gitterpunkt M' stellt, wird der bewegliche Gitterpunkt 
M' auf J/" kommen, und wir erhalten 

OM" = OM' = OM, M'OM' = Q. 

Wir beschreiben einen Kreis um den Mittelpunkt mit dem 
Radius OM und machen 

Bogen M"M' = Bogen M'M, Bogen M'^'M" = Bogen M^'M". 

Es ist klar, dass Jf, J/', M'\ ... ebenso viele Gitterpunkte 
der festen Schaar sein werden, und dass die Sehnen der Bogen 
ein regelmässiges eingeschriebenes Polygon bilden werden, 
welches nach einer oder mehreren Umdrehungen sich in sich 
selbst am Ausgangspunkt bei M schliessen wird; sonst gäbe 
es eine unendliche Zahl von Gitterpunkten der Schaar auf 
dem Umfang des Kreises, was unmöglich ist. Ausserdem kann 
man immer annehmen, dass il/. M' zwei benachbarte Punkte 
sind, und dann wird MOM' der kleinste Drehungswinkel 
sein, der die Orte der Gitterpunkte wiederherstellt. Man er- 
hält also, wenn man diesen kleinsten Winkel Q nennt, 

(61) • Q = ^°. 



Für î — 2, 


Q= 180°, h 


Für <? — 3, 


Q = 120°, 


Für y — 4, 


Q — 90°, 


Für y — 5, 


Q— 72°, 


Für ^ — 6, 


Q— 60°, 


Für y > 6, 


Q — < 60°, 
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Satz XLVL — Eine Schaar kann nur binäre, 
ternäre, quaternftre oder senäre Symmetrie^Axen 
besitzen. 

Vollenden wir über MM\ M'M" (Fig. 13) die Raute 
MM! M'*m. Der Punkt m wird ein Gitterpnnkt der Schaar 
sein, und wir werden leicht finden, dass 

Om= 0Jf'(l~4 sin« ^Q). 



Ow = — 2 0M'\ 
Om = — OM'; 

2 
= — 0,382 0M'\ 

Om = 0; 

Om<iOM\ 

[60] Die Lösungen 5^ = 5 und 3' > 6 sind offenbar nicht zu- 
lässig; denn man kann immer annehmen, dass M in der 
kleinsten Entfernung von der Drehungsaxe genommen ist, und 
folglich ist die Ungleichung Om <l OM' unmöglich, ausser 
in dem Falle, wo man Om = hätte, weil dann O ein Gitter- 
punkt der Schaar sein würde. 

Also wenn die Schaar eine Symmetrie- Axe besitzt, hat 
man nothwendiger Weise 

y =2, 3, 4 oder 6, 

wobei q die Ordnungszahl der Symmetrie ist, welche der 
Axe, die man untersucht, eigen ist. 

Corollarsatz.— Drehungen von 60,90, 120, 180,240, 270 
und 300 Grad sind die einzigen, welche in gewissen Fällen 
die Orte der Gitterpunkte einer Schaar wiederherstellen können. 

Satz XLVII. — Wenn in einer Schaar eine Sym- 
metrie-Axe vorhandenist, welche durchkeinen Gitter- 
punkt geht, so sind die parallelen Geraden, welche 
durch Gitterpunkte geführt sind, Axen, welche die- 
selbe Symmetrie besitzen. 

Sei q die Ordnungszahl der Symmetrie der untersuchten 
Axe MM' (Fig. 22) und sei m ein beliebiger Gitterpunkt, 

welcher nach einer Drehung der beweglichen Schaar um 

08twa]d*8 Klassiker. 90. 5 
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den Ort des Gitterpunktes rn! einnimmt. Wenn man die be- 
wegliche Schaar, nachdem sie erst diese Drehung erlitten hat, 
parallel mit ihr selbst von m' nach m bringt, so wird sie 
sich in denselben Verhältnissen befinden, als wenn sie von 
Anfang an um eine Gerade nmv! gedreht wäre, welche durch 
m parallel zu MM' gelegt wäre; und da der Ort der Gitter- 
punkte nicht verändert ist, so ist diese Gerade nmn! auch 
eine Symmetrie- Axe der Schaar. Die Ordnung der Symmetrie 
dieser Axe wird im Allgemeinen gleich q sein. Immerhin 
kann es, da eine Axe der Ordnung y j^, wobei/ irgend eine 
ganze Zahl ist, erst recht die Eigenschaften der Axen von der 
Ordnung q besitzt, vorkommen, dass die neue Axe von einer 
höheren Ordnung wäre, aber diese muss immer ein Vielfaches 
der Ordnung der Symmetrie der gegebenen Axe sein*). 

Definition. — Wir werden mit dem Namen Zwischen- 
Axen die Axen bezeichnen, [61] welche keinen einzigen 
Gitterpunkt der Schaar enthalten. Nach dem vorhergehenden 
Lehrsatz sind die Zwischen- Axen immer von Axen der gleichen 
Symmetrie begleitet, welche durch die Gitterpunkte gelegt 
sind , woraus folgt, dass man sich ganz ordnungsmässig darauf 
beschränken kann, nur die letzteren zu beachten bei allen Unter- 
suchungen, welche nicht den Zweck haben, in besonderer Weise 
die Eigenschaften der Zwischen-Axen zu bestimmen. 

Satz XLVIII. — Jede Symmetrie-Axe, welche einen 
Gitterpunkt enthält, ist eine der Punktreihen der 
Schaar. 

Sei MM' (Fig. 22) die gegebene Axe, welche durch den 
Gitterpunkt M geht; seien m ein anderer, ausserhalb der Axe 
gelegener Gitterpunkt und w', ni\ . . . seine Homologen in 
Bezug auf diese Axe. Verbinden wir M mit m, m', rn\ . . . 
Wenn wir jetzt die Diagonale M^^t des über Mm und Mm' 
construlrten Parallelogramms ziehen, so wird diese Diagonale, 
sowohl nach Grösse wie Richtung, einer der Parameter der 
Schaar sein, in Folge des Satzes XXX. Ebenso wird, wenn 
wir M^i mit Mni' combiniren, die neue Diagonale M^i' die- 
selben Eigenschaften haben. Das so erhaltene Endresultat 
wird, nachdem die ganze Serie der Homologen von m erschöpft 



♦) Diesen Beweis verdanken wir Herrn Cauchy\ da er einfacher 
ist, als der Beweis, den ich selbst von diesem Lehrsatz gegeben 
hatte, so habe ich diesen letzteren durch ihn ersetzt. (Siehe die 
Comptes rendus de V Académie des Sciences, Band XXIX, pag. 135.) 
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ist, dasselbe sein, als wenn man mechanisch Kräfte zusammen- 
gesetzt hätte, welche nach Grösse und Richtung gleich J/m, 
Mm ^ Mm\,, wären, um deren Resultante zu construiren. 
Wenn man aber jede dieser Kräfte in Componenten nach der 
Richtung MM und senkrecht hierzu zerlegt, so ist ersichtlich, 
dass die zu MM' normalen Componenten sich in Folge der Sym- 
metrie gegenseitig aufheben, und dass die verticaien Compo- 
nenten aliein übrig bleiben werden. Wenn also der Schnitt- 
punkt von MM mit der Ebene des Polygons mm'w!' , . . ist, 
80 wird jede dieser verticaien Componenten gleich MO sein; 
wenn man also MM^ = qMO nimmt, so wird M' auch ein 
Qitterpunkt sein; also ist MM' eine Pnnktreihe der Schaar. 

Satz XLIX. — Jede Ebene, welche normal zu 
einer Symmetrie-Axe durch einen Gitterpunkt ge- 
legt wird, ist eine Netzebene der Schaar. 

Seien M der gegebene Gitterpunkt (Fig. 22) und MM' 
die gegebene Axe, die man immer als durch M gehend vor- 
aussetzen kann. Seien m irgend ein anderer Gitterpunkt, 
m' und m" seine Homologen. Die Linien, welche parallel zu 
mm\ w! m"^ m"m^ . . . durch M gelegt werden , sind augen- 
scheinlich Pnnktreihen der Schaar, also wird die Ebene, welche 
normal zu MM' liegt und alle diese Geraden enthält, eine 
der Netzebenen der Schaar sein. 

[62] Wenn die Axe MM' eine binäre Axe wäre, so würde 
man einen zweiten Gitterpunkt ju, der ausserhalb der Ebene 
mMM gelegen, zu Hülfe nehmen. Derselbe Beweis würde 
auch dann noch anwendbar sein. 

Satz L. — Wenn in einer Schaar eine Symmetrie- 
Ebene existirt, welche keinen einzigen Gitterpunkt 
enthält, so ist jede parallele Ebene, welche durch 
einen Gitterpunkt geht, auch eine Symmetrie-Ebene 
des Systems. 

Seien m (Fig. 23) ein beliebiger Gitterpunkt und m' sein 
Homologer auf der anderen Seite der gegebenen Ebene GH^ 
die der Voraussetzung nach eine Symmetrie-Ebene der Schaar 
sein soll. Wenn man die bewegliche Schaar, parallel mit ihr 
selbst, von w! nach m führt, das heisst in einer zur Ebene nor- 
malen Richtung, so weiss man, dass sie zu der festen Schaar 
symmetrisch bleibt bezQglich einer Ebene, welche in der Mitte 
der den beweglichen Punkt m' mit dem festen Punkt m ver- 
bindenden Strecke normal ist. Im Grenzfall, wenn ni mit m 
zusammentrifft, wird die Symmetrie-Ebene, immer parallel mit 
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sich seibat, schliesslich dnrch m gehen; aber dann fallen die 
beiden Schaaren, die bewegliche nnd die feststehende, zu- 
sammen; folglich wird die durch m parallel zm GH gelegte 
Ebene eine Symmetrie-Ebene des Systems sein. 

Anmerkung. — Man kann von den Zwischen-Ebenen 
der Symmetrie absehen und nur diejenigen beachten, welche 
durch Gitterpunkte gehen. 

Satz LI. — Jede Symmetrie-Ebene, welche einen 
Gitterpunkt enthält, ist eine Netzebene. 

Sei M (Fig. 23) der in der Symmetrie-Ebene GH ge- 
legene Gitterpunkt; seien m, m' zwei in Bezug auf diese 
Ebene homologe Gitterpunkte. Die Diagonale der über Mtn 
und Mm' construirten Raute wird, nach Grösse und Richtung, 
der Parameter einer der Pnnktreihen des Systems sein. Es 
ist nun aber klar, dass sie in der Symmetrie-Ebene enthalten 
ist. Man kann ebenso beweisen, dass andere Punktreihen 
existiren , welche durch M gehen und der Symmetrie-Ebene 
angehören, aber nicht in der Ebene m Mm' gelegen sind; 
woraus man sieht, dass die Symmetrie -Ebene nothwendiger 
Weise eine Netzebene ist. 

Satz LH. — Wenn eine Schaar eine Symmetrie- 
Axe von gerader Ordnung besitzt, so besitzt sie auch 
ein System von Symmetrie-Ebenen, welche alle zu 
dieser Axe normal sind, und umgekehrt zieht das 
Vorhandensein einer Symmetrie-Ebene dasjenige 
eines Systems von Axen von gerader Ordnung, die 
zu ihr normal sind, nach sich. 

Ich habe in einer Notiz über die symmetrischen Polyeder 
der Geometrie [63] bewiesen*), dass, wenn man das inverse 
Polyeder eines gegebenen Polyeders P um 180 Grad um eine 
Gerade A dreht, die durch den Symmetrie- Pol gelegt ist, 
man das symmetrische Polyeder zu P bezüglich der normal zu 
der Geraden A durch den Pol gelegten Symmetrie -Ebene erhält. 

Nehmen wir einen beliebigen Gitterpunkt O (Fig. 23) 
zum Symmetrie-Pol und construiren wir die inverse Schaar, 
welche Gitterpunkt auf Gitterpunkt mit der ursprünglichen 
zusammenfällt; dann, nachdem wir durch O eine Gerade mOni 

*j Journal de Mathématiques de M.Liouville, Band XIV, p. 138. 
Das inverse Polyeder von Perhält man, indem man die Ecken von 
P mit einem festen Punkte verbindet, welcher den Namen Sym- 
metrie-Pol erhält, und indem man diese Geraden jenseits des 
Poles um eine ihnen gleiche Strecke verlängert. 



üeber die Systeme von regelmässig vertheilten Punkten. 69 

parallel zu der Axe von gerader Ordnung gelegt haben^ lassen 
wir die inverse Scbaar sich um 180° um diese Gerade drehen, 
80 wird sie in Folge der Symmetrie der Axe Punkt für Punkt 
wieder mit sich selbst zusammenfallen. Also wird, in lieber- 
einstimmung mit der oben erwähnten allgemeinen Eigenschaft, 
die durch O normal zu der Axe gelegte Ebene eine Sym- 
metrie-Ebene für ^die beiden zusammenfallenden Schaaren sein 
und folglich für die zwei Hälften der gegebenen Scbaar.*) 

Der umgekehrte Satz wird in der folgenden Weise bewiesen : 

Sei O (Fig. 23) ein Gitterpunkt, welcher auf der der festen 
und der beweglichen Schaar gemeinsamen Symmetrie -Ebene 
gelegen ist. Man weiss aus der allgemeinen Theorie der in- 
Versen Polyeder (siehe die angeführte Notiz), dass, wenn man 
das symmetrische Polyeder eines Polyeders Pum 180°, um die 
in diesem Gitterpunkt O errichtete Normale zu der Symmetrie- 
Ebene dreht, man das inverse Polyeder wiederfinden muss. 
Im gegenwärtigen Fall wird man, wenn man die bewegliche 
Schaar diese halbe Umdrehung machen lässt, sie mit der in- 
versen Schaar wieder zusammentreffen lassen, die augenschein- 
lich nicht verschieden von der gegebenen Schaar ist. Also 
ist die Normale eine binäre Axe des Systems. Man sieht, 
dass sie im Allgemeinen eine Axe von einer beliebigen geraden 
Ordnung sein kann.**) 

Definition. — Wenn man fortfährt, die Gesammtheit 
aller Punktreihen in einer Scharr, die unter sich parallel sind, 
als Punktreihen-System zu bezeichnen, so hat man in einem 
solchen System die Richtung, die Grösse des Parameters 
[64] und endlich die Dichtigkeit des Systems zu be- 
trachten, welche gleich d'et Anzahl der Punktreihen ist, die 
in einem prismatischen Raum von dem senkrechten Querschnitt 
gleich 1 und mit Kanten, die parallel der gemeinsamen Rich- 
tung der Pnnktreihen laufen, enthalten sind. 

Es folgt aus der Constanz der Volumen der Grund -Par- 
allélépipède , dass beim Uebergang aus einem Punktreihen- 
System in ein anderes der Quotient des Parameters durch die 



*) Man kann diesen Satz auch als unmittelbare Folge des 
Satzes XXI meiner Abhandlung >Üeber die Polyeder von symme- 
trischer Form« ansehen, Journal de Mathématiques de M. Liouville, 
Band XIV. 

**) Dieser reciproke Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus 
dem Satze IV meiner Abhandlung >Ueber die Polyeder von symme- 
trischer Form«. 
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Dichtigkeit sich nicht verändert nnd dem Volumen £2 des 
Grnnd-Parallelepipedes gleich bleibt. 

Wenn man ein Punktreihen-System durch das Dazwischen- 
schieben von neuen äquidistanten Gitterpunkten zwischen zwei 
benachbarten Gitterpunkten auf jeder Punktreibe verändert, 
so modificirt man die Schaar, und je nachdem die Zahl der 
eingeschobenen Gitterpunkte 1, 2, 3, ... auÇ jedem Parameter 
ist, wird die neue Schaar verdoppelt, verdreifacht oder ver- 
vierfacht sein bezüglich der Anzahl ihrer Gitterpunkte. Alsdann 
verkleinert sich das Grund- Parallelepiped in dem Verhält- 
niss der Einheit zu den Zahlen 2, 3, 4, . . . Nachdem dies 
festgestellt, kann man den folgenden Satz beweisen. 

Satz LUI. — Dieselben Punktreihen-Systeme fin- 
den sich in der ursprünglich gegebenen Schaar und 
in der Schaar wieder, die daraus durch die Zwischen- 
schaltung von neuen Gitterpunkten auf einem ihrer 
Punktreihen-Systeme abgeleitet ist. 

Es seien drei conjugirte Axen als Coordinaten-Axen ge- 
nommen, wobei die Axe der z eine der Punktreihen des durch 
die Zwischenschaltung von neuen Gitterpunkten modificirten 
Systems ist; dann werden, wenn a, 5, d die drei Parameter 

dieser Axen sind, a, 5, ^ die drei Parameter in der neuen 

Schaar sein, wobei 6 — 1 die Zahl der auf jedem Parameter 
hinzugefügten Gitterpunkte ist. Um auf die ursprüngliche 
Schaar zurückzukommen, unterdrücke man in jener alle Netz- 
ebenen von der Form 

wobei j eine beliebige ganze Zahl ist, und behalte nur die 
Ebenen « = 0, z = 6, z = 26 j . , ., z =yö bei. 

Betrachten wir jetzt die Punktreihe, welche von dem 
Anfangspunkt O (Fig. 20) nach dem Gitterpunkte t mit den 
Coordinaten (m, n, p) von der Schaar mit zwischengeschalteten 
Gitterpunkten geführt ist. Alsdann wird, wenn die Ordinate 
p ein Vielfaches von d ist, der Gitterpunkt t der ursprüng- 
lichen Schaar angehören, und das System der Punktreihen 
Ot wird sich mit derselben Grösse des Parameters in der 
ursprünglichen Schaar wiederfinden. Wenn die Ordinate p 
[65] kein Vielfaches von 6 ist, so verlängere man O^ um 
tt^' == (ö — 1)0^; da die Zahlen- Ordinate von dem Gitter- 
punkt t"^ die parallel zu den z liegt, dann ein Vielfaches von 



^j 
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d geworden ist, so wird der Punkt t" dann der arsprÜngUchen 
Schaar angehören; so wird also das System der Punktreihen 
OMn der Schaar noch bestehen, nachdem die Netzebenen 

z=je+\, z=je + 2, ..., z=jd + e — \ 

unterdrückt sind. 

Demnach bestehen alle Pnnktreihen- Systeme, ohne dass 
ihre Richtung verändert wäre, nach Unterdrückung der 
zwischengeschalteten Gitterpunkte. Diese Systeme sind nur 
in Bezug auf ihre Dichtigkeit oder die Grösse ihres Parameters 
verändert, für jedes von ihnen lässt die Unterdrückung der 
Gitterpunkte das Verhältniss des Parameters zu der Dichtig- 
keit im Verhältniss 6 : 1 wachsen. 

Corollarsatz. — Dieselben Punktreihen-Systeme finden 
sich in den beiden Schaaren wieder mit Modificationen, welche 
nur die Grösse des Parameters oder die Dichtigkeit des Systems 
betreffen; es folgt daraus, dass dieselben Systeme der Netz- 
ebenen auch in beiden Schaaren vorhanden sind; immerhin 
wird die Dicke der Schichten oder der Flächeninhalt der 
Grund-Masche in der Weise von der einen zur anderen vari- 
iren, dass ihr Product im Verhältniss 6 'A durch die Unter- 
drückung der zwischengeschalteten Punkte wächst. 

Nach diesen allgemeinen Sätzen wollen wir nach einander 
die Eigenschaften durchnehmen, welche jede besondere Art 
der Symmetrie charakterisiren. 

Binäre Symmetrie. 

Satz LIV. — In jeder Schaar mit binärer Sym- 
metrie-Axe wird, wenn man die beiden angrenzenden 
Netzebenen einer zur binären Axe normalen Netz- 
ebene betrachtet, das Netz einer dieser beiden Ebe- 
nen mit der orthogonalen Projection des Netzes der 
anderen zusammenfallen. 

Denn seien P eine zur Axe normale Netzebene und P\ 
P" ihre beiden angrenzenden; die Netze von P' und P" sind 
homolog in Beziehung auf die Ebene P, welche eine Sym- 
metrie-Ebene der Schaar ist (Lehrsatz LIIj; also ist das Netz 
einer der Ebenen P', P" die orthogonale Projection des 
Netzes der anderen. 

Corollarsatz. — Wenn man allen diesen auf einander 
folgenden Netzebenen, die alle normal zu der Axe sind, Ord- 
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nungszahlen giebt, so sieht man, dass in der Reihe der Ebenen 
mit geraden Zahlen dasselbe Netz sich durch orthogonale 
Projection wieder herstellen wird, [66] and das Gleiche g^ilt 
von der Reihe der Ebenen mit ungeraden Ordnungszahlen. 

Satz LV. — Jede Schaar mit binärer Symmetrie- 
Axe kann angesehen werden, als wäre sie aus einem 
geraden Prisma mit parallelogrammatischer Basis 
abgeleitet, welches in gewissen Fällen in dem Cen- 
trum seiner Form einen der Gitterpunkte der Schaar 
aufweisen kann. 

Sei ABCDE (Fig. 24) das Netz, welches auf der zur 
binären Axe normalen und durch einen Gitterpunkt A gehen- 
den Ebene entworfen ist. Nehmen wir diese Ebene zur Ebene 
der xy\ ihre Gleichung in Zahlen-Coordinaten wird z=0 sein. 

Alle Netze, welche auf den Ebenen 2; = ±2, z = th 4, 
z = ± ß, ... entworfen sind, werden sich orthogonal auf 
das Netz ABCD , , , projiciren (Satz LIV). 

Die Netze der Ebenen 2 = ±: 1, ;2: = ±: 3, ... können 
auch möglicher Weise orthogonal auf ABCD , , , projicirt 
werden; in diesem Fall wird das Grund -Parallelepiped ein 
gerades Prisma mit parallelogrammatischer Basis sein. 

Aber das Gegen theil kann auch stattfinden. Nehmen wir dann 
an, dass einer der Gitterpunkte A! des Netzes 2 = 1 sich nach a 
auf die Ebene ;? = projicire. Wenn man A mit Ä verbindet, 
und AÄ um eine ihr selbst gleiche Grösse bis D" verlängert, 
so wird D" offenbar ein Gitterpunkt des Netzes 2 = 2 sein, und 
wenn man die Senkrechten A'a, D"D fällt, so wird D einer 
der Gitterpunkte des Netzes 2 = sein (Satz LIV), und a 
wird auf der Mitte der Strecke AD liegen. Da der Gitter- 
punkt A willkürlich gewählt wurde, so sieht man, dass a ein 
geometrischer Mittelpunkt von dem Netz ABCD . . . ist, und 
auf der Mitte eines der Parameter AD dieses Netzes liegt. 
Construiren wir jetzt über AD als Basis zwei gleiche und 
entgegengesetzt liegende Elementar-Dreiecke wie ACD, A ED] 
der Punkt a wird der Mittelpunkt des Grundparallelogramms 
A ODE sein, und A' wird das Centrum der Form des ge- 
raden Prismas sein, das als untere Basis ACDE hat, und 
dessen obere Basis sich auf der Ebene z = 2 befindet. Die 
Schaar könnte also als aus einer unendlichen Zahl solcher 
Prismen zusammengesetzt angesehen werden, welche von glei- 
cher Höhe wie der Abstand der Ebenen z = Oj z = 2 wären, 
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nnd von denen jedes ausserdem in dem Centram seiner Form 
einen der Gitterpnnkte der Schaar trüge. 

Anmerkung I. — Es ist immer erlaubt vorauszusetzen^ 
dass A so gewählt wurde, dass er unter allen Gitterpunkten 
des Netzes z = der nächste an dem Punkte a ist; wenn 
4ann AD nicht der kleinste Parameter des Netzes 2; = ist, 
sei AB dieser kleinste Parameter der in einem solchen Sinne 
aufgetragen sei, dass man [67] BAD<C^O Grad habe. Weil 
man aB^ aA hat, liegt der Gitterpunkt B ausserhalb des 
Kreises, der über AD als Durchmesser beschrieben ist, und 
daher ist es sicher, dass man ABD <^^0 Grad hat. Aber 
andererseits hat man, wegen AB <C BD auch ADB <C 
BAD < 90 Grad; also sind die drei Winkel des Dreiecks 
BAD spitz; so wird also BAD das Hauptdreieck des Netzes 
z = sein (Satz VI). Demnach wird die Projection von A' 
immer auf die Mitte von einer der drei Seiten des Haupt- 
dreiecks fallen, was beweist, dass das Alterniren der Netze mit 
abwechselnd gerader und ungerader Ordnungszahl sich nur auf 
drei verschiedene Weisen machen kann, je nachdem die Pro- 
jection der Gitterpunkte des Netzes z = l auf die Mitte der 
kleinen, der mittleren oder der grossen Seite des Haupt- Drei- 
ecks des Netzes z = fällt. 

Man sieht daraus ebenfalls, dass die Schaar als aus 
Prismen zusammengesetzt angesehen werden kann, die ein 
Parallelogramm wie AB CD zur Basis, als Höhe den Abstand 
der Ebenen 2; = und z = 2 haben, und Gitterpunkte auf 
den Mittelpunkten von zweien ihi*er rechteckigen verticalen 
Seitenflächen tragen. Man kann sich dann immer die Basis 
einer jeden der beiden centrirten Seitenflächen als von einer 
der drei Seiten des Haupt -Dreiecks gebildet denken. 

Anmerkung II. — Im Fall des Alternirens der Netze 
kann man auch statt des geraden, centrirten Prismas das 
Oktaeder der Figur 28 nehmen, dessen Axe A' A" die par- 
allelogrammatische Basis ACDE normal und in der Mitte 
durchschneidet. 

Es mnss bemerkt werden, dass dieses Oktaeder deshalb 
doch noch kein Grundkörper ist, welcher fähig wäre, durch 
unmittelbares Aneinanderfügen alle Gitterpunkte der Schaar 
zu reproduciren. 
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Terbinäre Symmetrie. 

Satz LVL — Wenn der Grandkörper der Schaar ein 
centrirtes oder nicht centrirtes gerades Prisma mit 
rhombischer Basis ist^ so besitzt die Schaar drei binäre 
Symmetrie-Axen, die rechtwinklig zu einander sind. 

Nehmen wir an, dass der Rhombus ACDE (Fig. 24) die 
Basis des geraden Grnnd- Prismas sei; wenn wir alsdann die 
Angen auf die Figar 25 werfen, welche auf der Ebene z = 
erstens das Netz 2; == zeigt, dessen Panktreihen durch ausge- 
zogene Linien dargestellt sind, und als Projection auf dieses 
Netz die Netze z = 2j\ sowie die Netze ^j = 2/ + l , aber 
diese letzteren nur in dem Falle, dass sich [68] alle Projec- 
tionen decken ; zweitens, aber nur für den Fall des Altemirens, 
die Netze 2; = 2y + 1 , dargestellt durch die punktirten Linien 
ac^ cdj de, ae etc., so wird es klar, dass jede normal zu der 
Ebene der Zeichnung liegende Ebene, welche mit einer der 
Diagonalen des Rhombus, z. B. der Linie aa gleich gerichtet 
ist, eine Symmetrie-Ebene für die Schaar sein wird, weil alles 
zur Rechten und zur Linken dieser Ebene gleich ist. Also 
wird die zu dieser Ebene normale Diagonale AD eine binäre 
Axe des Systems sein [Satz LH). Man würde ebenso beweisen, 
dass die zweite Diagonale EC auch eine binäre Axe ist. 

Anmerkung I. — In dem Falle, dass a (Fig. 25) auf 
die Mitte von AÄ fiele, c auf die Mitte von AC^ d auf die 
Mitte von ED^ etc., würde der vorige Satz nicht mehr an- 
wendbar sein, selbst wenn das Grund-Prisma noch ein gerades 
Prisma mit rhombischer Basis wäre. 

Anmerkung IL — Wenn das Haupt-Dreieck gleichseitig 
wird, und wenn ausserdem die Netze übereinander liegen, so 
wird die Symmetrie senär, und die Schaar gehört einer be- 
sonderen Classe an, von der später die Rede sein wird; wenn 
dagegen, in diesem Fall, die aufeinanderfolgenden Netze alter- 
nirend sind, so wird die allgemeine Symmetrie der Schaar 
durch diesen Umstand nicht beeinfiusst. 

Satz LVII. — Wenn das zur binären Axe normale 
Netz rechteckige Maschen hat, so besitzt die Schaar 
drei zu einander rechtwinklige, binäre Symmetrie- 
Axen. 

In dem Fall, wo die Netze nicht- alternirend über einan- 
der liegen, ist der Grundkörper ein rechtwinkliges, nicht cen- 
trirtes Parallelepiped und der Satz ist einleuchtend. - 
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Wenn die Ketze alternirend sind, so können zwei ver- 
schiedene Fälle eintreten: entweder fällt der Pnnkt a der 
Fignr 24 anf die Mitte der Hypotenuse des Hanpt-Dreiecks, 
welches dann rechtwinklig ist, oder auf die Mitte einer der 
beiden kleinen Seiten. 

Im ersten Fall zeigt die Fignr 26 die Projection der 
alternirenden Netze auf die Ebene 2; = 0. In diesem Falle 
sind die normal znr Ebene z = 0, darch die Geraden A (7, 
ac, ED y . . . gehenden Ebenen, sowie die Ebenen, welche 
durch AEy ae, CDj gehen, augenscheinlich Symmetrie- 
Ebenen der Schaar; also sind dann die Seiten der Rechtecke 
binäre Axen (Satz LH). 

In dem zweiten Fall wird die Projection durch die Fi- 
gur 27 dargestellt, wo A ODE [69] die Masche des Netzes 
z = ist und acde diejenige des Netzes z = ]. In diesem 
Fall sind ofifenbar auch wieder die durch die Seiten des Recht- 
ecks gelegten Ebenen Symmetrie-Ebenen der Schaar. Man 
wird bemerken, dass man in diesem letzten Fall als Grund- 
körper ein gerades Prisma mit rhombischer Basis annehmen 
kann; es genügt in der That, die rhombische Netzmasche, 
welche in der zu z = normalen Ebene liegt und die Gerade 
AaEe als Spur hat, zur Basis zu nehmen. 

Anmerkung. — Wenn das Rechteck sich in ein Quadrat 
verwandelte, so würde die Symmetrie eine quaternäre und 
die Schaar würde in eine besondere Classe gehören, über die 
wir bald sprechen werden; indessen bleibt die Symmetrie die 
gleiche, wenn das Alterniren der Figur 27 entspräche. 

Definition. — Wir wollen mit dem Namen terbinäre 
Symmetrie diejenige bezeichnen, welche durch drei binäre, 
zu einander normale Axen charakterisirt ist. Diese drei 
Axen sind, obgleich von derselben Ordnung, von verschiedenen 
Arten. 

Satz LVIII. — In jeder Schaar mit terbinärer 
Symmetrie, haben die zu den binären Axen normalen 
Netzebenen entweder rhombische oder rechteckige 
Maschen. 

Es seien die drei binären Axen zu Axen der x^ der y 
und der z genommen. Wenn man die Schaar um 180 Grad um 
die Axe der x dreht, so muss das Netz 2; = wieder mit 
sich selbst zusammenfallen ; deshalb muss die Axe der x eine 
Axe von binärer Symmetrie für das Netz der Ebene der xy 
sein, was verlangt, dass seine Masche rhombisch oder recht- 
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eckig sei (Satz XIV^ Oorollarsatz II). Es würde dasselbe für die 
Netze gelten, welche in den Ebenen der xz und yz liegen. 
CoroUarsatz. — Es folgt aus den yorhergehenden 
Sätzen ; dass jede terbinäre Schaar in eine der vier folgenden 
Kategorien gehört: 

1. Nicht centrirtes, gerades Prisma mit rhombischer Basis, 
oder gerades rechteckiges Prisma, das zwei seiner Seiten- 
flächen centrirt hat; 

2. Centrirtes, gerades Prisma mit rhombischer Basis; 

3. Nicht centrirtes, gerades rechteckiges Prisma; 
• 4. Centrirtes, gerades rechteckiges Prisma. 

In den Fällen 2 und 4 kann man, um die Schaar abzuleiten, 
das Prisma durch ein Oktaeder ACDEA'J!' (Fig. 28) mit 
rhombischer Basis (zweiter Fall) oder mit rechteckiger Basis 
(vierter Fall) ersetzen. 

Anmerkung. — Ich habe in meiner »Abhandlung über die 
Polyeder von symmetrischer [70] Form« mehrere Lehrsätze über 
die binäre Symmetrie bewiesen. Man kann dieselben auf die 
Schaaren anwenden, indem man nicht aus den Augen verliert, 
dass irgend ein Gitterpunkt als das Symmetrie -Centrum der 
Schaar angesehen werden kann, und als der Ort, an dem sich ihre 
Axen und Symmetrie-Ebenen kreuzen. Ich werde mich daranf 
beschränken, hier den Inhalt des folgenden Satzes (CoroUar des 
Satzes XIII meiner Abhandlung) zu wiederholen, dessen directer 
Beweis im Uebrigen keine Schwierigkeit bieten würde. 

>Wenn zwei binäre Axen existiren, die zu einander nor- 
mal sind, so ist immer eine dritte vorhanden, welche normal 
zu ihrer Ebene ist«. 

Satz LIX. — Dieselben Systeme von Punkt- 
reihen und von Netz ebenen finden sich in der Schaar, 
welche von dem centrirten geraden Prisma abge- 
leitetwird, und in der Schaar, welche von demselben 
nicht centrirten geraden Prisma abgeleitet wird. 

Die Centrirung des Prismas ist nichts anderes als die 
Einschaltung eines Gitterpnnktes auf die Mitte einer seiner 
vier Diagonalen. Wenn man dieselbe Einschaltung bei allen 
Prismen der Schaar durchführt, indem man immer die Diago- 
nale wählt, welche der ursprünglich genommenen parallel ist, 
so ist klar, dass man eine verdoppelte Schaar hat, in welcher 
man gemäss dem Satze LUI dieselben Systeme von Punkt- 
reihen und von Netzebenen wiederfinden muss, wie in der ur- 
sprünglichen Schaar. Folglich, etc. 
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Ternäre Symmetrie. 

Satz LX. — In jeder Sohaar, welche eine ter- 
näre Axe besitzt, hat das Netz der zur Axe nor- 
malen Netzebene dreieckige, gleichseitige Maschen. 

Sei M (Fig. It und Fig. 29) einer der Gitterpunkte der 
Schaar, der so gewählt ist, dass er so nahe als möglich bei 
der Axe der ternären Symmetrie liegt, ohne indessen auf 
dieser Axe zu sein. Wir legen durch M die zur Axe nor- 
male Ebene, welche sie in schneidet, und construiren end- 
lich das gleichseitige Dreieck MNP um O als Mittelpunkt. 

Wenn O ein Gitterpunkt der Schaar ist, so wird das 
Netz die Anordnung, welche in der Figur 11 dargestellt ist, 
zeigen; M', N\ P' werden auch Gitterpunkte sein, und die 
Symmetrie- Axe wird nicht nur eine ternäre, sondern, was mehr 
ist, eine senäre Axe sein. Wählen wir nämlich die Ebene 
der Figur (Fig. 11) als Ebene der xy; es ist klar, dass das 
Netz der Ebenen z = 1, z = 2, . . . sich orthogonal auf [71] 
dasjenige der Ebene 2; = projiciren wird; denn indem 
man das Netz z = nach der Ebene z =? l parallel mit ihm 
selbst bewegt, darf keiner der Gitterpunkte des Sechsecks 
MM'NN'PP sich der Axe nähern. Unter diesen Umständen 
wird die Gerade, welche durch O normal zu der Ebene der 
Figur gelegt ist, augenscheinlich eine senäre Axe sein. 

Indem wir uns diesen Fall vorbehalten, wollen wir in 
diesem und den folgenden, sich auf die einfach ternäre 
Symmetrie beziehenden Sätzen annehmen, dass der Mittelpunkt 
O (Fig. 29) des Dreiecks MNP kein Gitterpunkt der Schaar 
ist, was indessen nicht besagt, dass die durch diesen Punkt 
geführte Axe keinen einzigen Gitterpunkt enthalte. 

Das Dreieck MNP (Fig. 29), das Resultat der angegebe- 
nen Construction, wird offenbar das Haupt-Dreieck des Netzes 
sein; folglich hat das Netz dreieckige, gleichseitige Maschen. 

Satz LXI. — In jeder Schaar mit einfach ter- 
närer Symmetrie haben zwei zur ternären Axe nor- 
male Netzebenen, welche durch zwei dazwischen- 
liegende Netzebenen getrennt sind, Netze, welche sich 
orthogonal aufeinander projiciren. 

Nehmen wir die unterste dieser vier Ebenen zur Ebene 
der zy^ so dass ihre Gleichung 2; = sei. Ich behaupte^ 
dass das Netz der Ebene 2; = 3 sich rechtwinklig auf das 
Netz 2; = projiciren wird. 
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Sei AB CD JE F (Pig. 29) ein regelmässiges Sechseck, 
dessen Ecken dem Netze z = angehören, nnd errichten 
wir auf seiner Ebene, durch den Mittelpunkt O, welcher 
anch ein Gitterpunkt des Netzes ist, eine Normale, die eine 
ternäre Axe des Systems sein wird (Satz XLVU). Dann 
bringen wir parallel mit sich selbst das Netz z = auf die 
Ebene z = 1. Sei MNP das Haupt- Dreieck des Netzes 
z=l, ein Dreieck, dessen Fläche durch die in O er- 
richtete Normale durchstochen wird. Die Figur zeigt 
die rechtwinklige Projection dieses Dreiecks auf die Ebene 
z= 0. 

Wenn O mit der Projection eines der Gitterpnnkte 
M, Nj P zusammenfiele, so würden die Netze in den Ebenen 
2? = 0, 2=1 übereinander liegen, und die Symmetrie wäre 
senär. 

Da dieser Fall ausgeschlossen ist, so verlangt die ter- 
näre Symmetrie der in O eiTichteten Normale, dass O mit 
dem Mittelpunkte des Dreiecks MNP zusammenfalle; und da 
letzteres Dreieck seine Seiten parallel zu AB^ AO und BO 
haben muss, so kann es nur zwei Stellungen haben, die invers 
zu einander sind, MNP und M'N'P'. Das Dreieck MNP, 
dessen Eckpunkte augenscheinlich mit den Centren der Form 
der Dreiecke [72] AOF, BOC, DOE zusammenfallen, 
kann angesehen werden, als entstände es aus einer Trans- 
lation, ohne Drehung, von A OB oder COD oder EOF. 
Das Dreieck M*NP* dessen Ecken die Centren der Form 
von DOC, EOF nnd A OB sind, würde aus der Trans- 
lation von einem der Dreiecke BOC, DOE, FOA her- 
vorgehen. 

Nehmen wir an, dass das Netz z = i \n der Projection 
das Netz mit unterbrochenen Linien MNP, . . der Figur 
sei. Dann muss, in der Raute ^O JPG, die grosse Diagonale 
O G durch M gehen , und man erhält vermöge der bekannten 
Eigenschaften des gleichseitigen Dreiecks OM=^OG, 
Wenn man also den Gitterpunkt O mit dem auf der Ebene 
z = 1 gelegenen Gitterpunkt verbindet, welcher M als Pro- 
jection hat, und den ich M^ nennen werde (der aber nicht 
in der Figur angegeben ist), so wird die schräge Gerade 0M^ 
Träger einer Punktreihe vom Parameter OM^. Indem man 
auf dieser Punktreihe eine Strecke OG^ = iOMj^ abträgt, 
muss der Gitterpunkt G^ (der nicht auf der Figur markirt 
ist) offenbar seine Projection in G haben, und ausserdem 
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wird er der Ebene z = 3 angehören. Woraus man sieht, 
dass das Netz 2; = 3 sich auf das Netz z = projicirt. 

Zweiter Beweis. — Sei 00 0' O'' (Fig. 30) die ter- 
näre Axe, welche durch den Gitterpunkt O geht, der als der 
Ebene 2; = angehörig betrachtet wird ; diese Axe wird in 
O' und O" von den Ebenen 2=1, 2 = 2 geschnitten, und 
im Punkte (/" von der Ebene « = 3. Das gleichseitige 
Dreieck MNP der Figur ist die dreieckige Masche des 
Netzes der Ebene 2; = 1 , und es hat seinen Mittelpunkt in 
O auf der ternären Axe. 

Durch die Axe OO'^ und durch einen der drei Gitter* 
punkte 3f, iV', P', zum Beispiel durch JfcT, führen wir die 
Ebene M! O Om'^ welche iV' P' in deren Mitte w! schneiden 
nnd senkrecht auf dieser Linie sein wird. Ueber OP^ 0N\ 
als Seiten, construiren wir den Bhombus ON'PM''^ dessen 
vierte Ecke M" der Schaar angehören wird, in der Ebene 
2 = 2 gelegen, und ausserdem in der Ebene M'OOrn! ent- 
halten sein wird. 

Man wird dann haben 

M"0' ^lOrri = JT O', 

0'" 0" =^00 , 

00 M' = 90° = 0"0'M\ 

Also die Dreiecke O OM' und O" O' M" sind congruent: 
folglich ist M" O'" gleich und parallel zu 0M'\ so ist also 
O'" auch ein Gitterpunkt der Schaar (Satz XXX). Demnach 
projiciren sich die Gitterpunkte des Netzes z = 3 ortho- 
gonal auf diejenigen des Netzes 2: = 0. 

[73] Anmerkung. — Es ist leicht zu sehen, dass das 
punktirte Netz M' N' F . , , (Fig. 29) die orthogonale Pro- 
jection des Netzes der Ebene 2; = 2 sein wird. 

Wenn hingegen das Netz M'N'P',,, die orthogonale 
Projection des Netzes 2; = 1 gewesen wäre, dann würde MNP 
diejenige des Netzes 2; = 2 gewesen sein. 

CoroUarsatz. — Wenn man auf der Punktreihe OG^ 
den Gitterpunkt M^ unterdrflckt, ebenso wie den auf J/^ 
folgenden derselben Punktreihe, und wenn man dieselbe Ope- 
ration auf dem ganzen System der zu O^ parallelen Punkt- 
reihen, welche von den Gitterpunkten des Netzes 2: = aus- 
gehen, wiederholt, wird man die ternäre Schaar in eine senäre 
Schaar verwandeln, die als Kern ein gerades Prisma mit 
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rhombischer Basis von 60 und 120 Grad haben wird. Umgekehrt 
geht man von der senären Schaar auf die entsprechende 
ternäre Schaar über, die dreimal reicher an Gitterpankten 
ist, indem man zwei neue Gitterpnnkte anf jedem Parameter 
eines Pnnktreihen-Systems einschaltet, welches zu einer der 
beiden grossen Diagonalen des Grund-Prismas von rhombischer 
Basis parallel ist. 

Aber es ist wichtig zu bemerken, dass man anf diese 
Weise zwei verschiedene Schaaren erhält, je nachdem man die 
eine oder die andere der beiden Diagonalen gewählt hat ; diese 
Schaaren haben die Eigenschaft zusammenzufallen, wenn man 
eine von ihnen um 180 Grad um die ternäre Axe dreht. Also 
können aus einer und derselben senären Schaar zwei ternäre 
Schaaren entstehen, welche durch ihre Lage im Räume ver- 
schieden sind, eine directe ternäre Schaar und eine inverse 
ternäre Schaar. 

Satz LXn. — Jede Schaar mit einfach ternärer 
Symmetrie hat als Kern ein Rhomboeder. 

Nehmen wir die Figur 30 und den zweiten Beweis des 
vorigen Satzes wieder auf. Drehen wir das Parallelogramm 
OM a^'M' durch 120 Grad um 00*'' \ dann wird der Gitter- 
punkt Jf ' nacheinander an die Stelle von iV' und P' treten, 
und der Gitterpunkt M" wird an die Stelle von iV" und P" 
treten. Nun werden, ebenso wie die vier Gitterpunkte 
O, N\ F, M" einen ebenen Rhombus bilden, auch OM'N'P" 
und OM' P' N" den vorigen gleiche ebene Rhomben sein, 
und es ist klar, dass dasselbe von den drei oberen Flächen gilt. 

Der so erhaltene Körper wird also ein Rhomboeder sein, 
und da er weder in seinem Innern, noch auf seinen [74] 
Seiten oder Kanten irgend einen Gitterpunkt der Schaar ent- 
hält, so kann er als das Grundparallelepiped oder der Kern 
der Schaar angesehen werden. 

Corollarsatz. — Man kann die Schaar auch aus einem 
der elementaren Tetraeder OM'N'P\ 0'"ifcf"iV"P" (Fig.30) 
ableiten; die vier Ecken genügen, um das ganze System der 
Schaar vollständig zu bestimmen; aber dieses Tetraeder ist 
genau genommen kein Grundkörper. 

Satz LXIII. — Jede Schaar mit ternärer Sym- 
metrie besitzt drei Symmetrie-Ebenen, welche durch 
die Axe gehen und senkrecht auf den drei Richtungen 
der Seiten des Hauptdreiecks des Netzes der zur Axe 
normalen Ebenen sind. 
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Die Figur 29 zeigt in orthogonaler Projection die drei 
Netze der Ebenen z = 0, z = Ij z = 2] alle anderen Netze 
der Ebenen z=p projiciren. sich auf die vorigen; die Netze 
der Form z = 3j auf das Netz ^ = 0, diejenigen der Form 
z = 3j + 1 auf das Netz « = 1 , diejenigen der Form 
z = 3j + 2 auf das Netz z = 2. Es sei durch die Gerade 
OMG normal zu der Seite A F gelegt, und durch diese 
Gerade eine zur Ebene der Zeichnung normale Ebene. Diese 
Ebene wird offenbar eine Symmetrie-Ebene fflr jedes der drei 
Netze sein; folglich wird sie auch eine Symmetrie-Ebene ftir 
die Schaar sein. 

Ebenso würden die durch normal zu den Seiten AB 
und BC gelegten Ebenen Symmetrie-Ebenen sein; überdies 
verlangt die ternäre Symmetrie, dass es drei Ebenen giebt. 
Folglich u. s. w. 

Die normal zu der Ebene der Zeichnung und parallel zu 
den Seiten durch O gelegten Ebenen sind keine Symmetrie- 
Ebenen der Schaar. 

Anmerkung. — Die Krystallographen bezeichnen mit 
dem Namen Hauptschnitt des Rhomboeders jede Ebene 
wie OJf'm"0'"J/"m' (Fig. 30), welche durch die geo- 
metrische Axe des Rhomboeders und durch zwei seiner sechs 
seitlichen Ecken wie M' und M" geht. 00'" wird die Axe 
des Rhomboeders genannt. 

Man sieht darnach, dass die drei Hauptschnitte des Rhom- 
boeders, welches einer ternären Schaar als Kern dient, Sym- 
metrie-Ebenen für diese Schaar sind. 

Satz LXIV. — In den Schaaren mit ternärer Sym- 
metrie ist jede Seite der dreieckig gleichseitigen 
Masche eines zur ternären Axe normalen Netzes eine 
binäre Axe der Schaar. 

Dies ist eine offenbare Folge aus den Sätzen LH und 
LXin. Man [75] sieht es überdies deutlich auf der Fig. 29, 
indem man das Netz MNP als zur Ebene « = 1 gehörig 
ansieht und das Netz M^ N'P' als zur Ebene z = — 1 ge- 
hörig. Alsdann kommt, nach einer Drehung von 180 Grad 
um die Gerade A OD, Msrnf P' und P auf J/', u. s. w.; so 
dass das Netz 2; = 1 die Stelle des Netzes 2; = — 1 einnimmt 
und umgekehrt. Ebenso würden sich die Netze z =p und 
z = — p für einander substituiren; folglich ist A OD eine 
binäre Axe. 

Ostwald'8 Elasiiker. 90. 6 
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^Quatemäre Symmetrie. 

Satz LXV. — : In jeder Schaar mit quaternärer 
Symmetrie-Axe hat das Netz der zur quaternären 
Axe normalen Netzebenen quadratische Maschen. 

Sei M (Fig. 31) ein Gitterpunkt der Schaar, welcher in 
der kleinsten Entfernung von der quaternären Axe, aber 
ausserhalb dieser Axe liegt. Durch M legen wir eine zur 
Axe normale Ebene, die sie in dem Punkte schneidet; dann 
zeichnen wir in den Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem 
Radius 03f ein Quadrat MM'M"M'", dessen eine Ecke M 
sei; die vier Punkte Jlf, AT, M" und M'" werden dem Netz 
dieser Ebene angehören. Dann wird, wenn der Punkt O 
einer der Gitterpunkte der Schaar ist, das Netz als Grund- 
Parallelogramm das Quadrat OMmM^ haben, und im ent- 
gegengesetzten Falle das Quadrat MM M" M*", 

Satz LXVI. — Jede Schaar mit quaternärer Sym- 
metrie-Axe leitet sich aus dem geraden Prisma mit 
quadratischer Basis ab, das sowohl centrirt wie nicht 
centrirt sein kann. 

Da die quatemäre Axe offenbar alle Eigenschaften einer 
binären Axe besitzt, so wird der Kern der Schaar ein gerades 
centrirtes oder nicht centrirtes Prisma mit parallelogram- 
matischer Basis sein (Satz LV). 

Wenn das Prisma nicht centrirt ist, so werden sich alle 
Netze der Ebenen z = p auf dasjenige der zur quaternären 
Axe normalen Ebene js = projiciren und es wird daraus 
in orthogonaler Projection die in der Figur 32 angegebene 
Anordnung folgen. 

Wenn das Prisma centrirt ist, so werden sich die Netze 
der Ebenen z = 2j auch auf das Netz mit quadratischer 
Masche z=0 projiciren; aber die Projection der Gitter- 
punkte der Ebenen z = 2j + 1 (Fig. 32) wird auf die Mitte 
einer der drei Seiten des Haupt-Dreiecks -4 5 C fallen (SatzLV, 
Anmerkung I). Nun kann sie aber weder auf O' noch auf 
O" fallen; denn das über dem Quadrat AB CD, als Basis, 
errichtete gerade Prisma würde zwei seiner Seitenflächen 
centrirt haben, und die beiden [76] anderen nicht centrirt, 
ein Resultat, das augenscheinlich unvereinbar mit der Sym- 
metrie der vier durch die Gitterpunkte -4, JB, C, Z> ge- 
führten quaternären Axen sein würde. Also wird die Pro- 
jection des Netzes 2; = t auf 0, das heisst auf die Mittel- 
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punkte der Quadrate des Netzes z = fallen , wie die 
Figur 33 es angiebt. 

Corollarsatz I. — Der Satz LUI kann auf die quater- 
nären Schaaren angewandt werden. Dieselben Systeme von 
Pnnktreihen und von Netzebenen finden sich in der von dem 
geraden centrirten Prisma abgeleiteten Scbaar wieder und in 
der gehälfteten Scbaar, die man erhält, indem man die in die 
Centren der Prismen gesetzten Gitterpunkte unterdrückt. 

Corollarsatz IL — Man kann statt des geraden cen- 
trirten Prismas mit quadratischer Basis das Oktaeder mit 
quadratischer Basis der Figur 28 nehmen; immerhinist dieser 
Körper kein Orundkörper der Schaar. 

Satz LXVII. — In dem Falle des geraden, nicht 
centrirten Prismas mit quadratischer Basis sind die 
vier Seitenkanten quaternäre Symmetrie-Axen; die 
zu diesen parallelen Axen, welche durch die Mittel- 
punkte der quadratischen Basen geftlhrt sind, sind 
jbenfalls quaternäre Axen, aber von der Art der- 
eenigen, die wir mit dem Namen Zwischenaxen be- 
zeichnet haben; sie enthalten keinen Gitterpunkt 
der Schaar. 

Satz LXVIII. — In dem Falle des geraden, cen- 
trirten Prismas mit quadratischer Basis sind alle 
quaternären Symmetrie-Axen Punktreihen, deren 
Parameter die Höhe des Prismas ist. 

Satz LXIX. — In jeder quaternären Schaar giebt 
es Symmetrie-Ebenen, welche durch die Axe gehen, 
und von denen die einen wie die Seiten und die anderen 
wie die Diagonalen des Grund-Quadrats des Netzes 
gerichtet sind, das normal zur quaternären Axe ist. 

Corollarsatz. — Jede Seite und jede Diagonale des 
Grund- Quadrats des zur quaternären Axe normalen Netzes 
ist eine binäre Axe der Schaar (Satz LH). 

Definitionen. — Die zu den Seiten der Quadrate parallelen 
Axen sollen binäre Axen der ersten Art heissen, und die 
Axen, welche den Diagonalen dieser Quadrate parallel sind, 
sollen binäre Axen der zweiten Art genannt werden. Die 
ersteren haben die Seite des Quadrats und die anderen die 
Diagonale desselben als Parameter. 

[77] Diese vier Systeme von Axen schneiden sich unter 
Winkeln von 45 und 90 Grad. 

Diese verschiedenen Angaben bedtirfen keines Beweises. 

6* 
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Senare Symmetrie. 

Satz LXX. — In jeder Schaar mit senärer Axe 
bat das Netz der zur Axe normalen Ebenen dreieckig 
gleicbseitige Maseben, und die yerscbiedenen Netze 
dieser Ebenen projiciren sieb ortbogonal aufeinander. 

Sei M (Fig. 11) ein ausserbalb der Axe in der kleinsten 
Entfernung genommener Gitterpunkt. Legen wir durob M 
eine zur Axe normale Ebene, die sie im Punkt scbneidet. 
Construiren wir nun das regelmässige Secbseck MM NN' PP\ 
das seinen Mittelpunkt in O bat. Jede seiner Ecken wird 
ein Gitterpunkt der Scbaar sein, und dasselbe gilt von dem 
Mittelpunkt 0, Diese Ebene wird als Ebene der xy genom- 
men z = Q als Gleicbung baben. 

Auf die Netzebenen z=l, 2;s=2, ... ist derselbe Beweis 
anwendbar; der Scbnittpunkt jeder dieser Ebenen mit der Axe 
wird aucb ein Gitterpunkt sein. Also decken sieb die Netze 
dieser Ebenen in ortbogonaler Projection mit dem Netze der 
Ebene z = 0. Ueberdies ist es klar, dass diese Netze drei- 
eckig gleicbseitige Maseben baben. 

Corollarsatz. — Die senäre Axe ist eine der Punkt- 
reiben der Scbaar, und diese Punktreibe ist zu ibrer normalen 
Ebene conjngirt. 

Satz LXXI. — Jede Schaar mit senärer Sym- 
metrie-Axe leitet sieb ab aus einem geraden Prisma 
mit dreieckig gleichseitiger Basis. 

Dies ist eine Folge des vorhergehenden CoroUarsatzes. 
Wenn man auf dem Rhombus OMMN{F\g, 11) ein gerades 
Prisma errichtet, das als Höhe das Intervall hat, welches die 
Ebene z = von der Ebene z = i trennt, so wird dieser 
Körper das Grundparallelepiped der Schaar sein, weil OM 
und ON zwei conjugirte Punktreihen des Netzes der Ebene 
O M M'N sind. 

Das gerade Prisma von gleicher Höhe und mit drei- 
eckiger Basis OMM' kann auch als Grundkörper der Schaar 
genommen werden. 

Corollarsätze. — Alle zur senären Axe parallelen Punkt- 
reihen sind auch senäre Axen. 

78] Jede zur senären Axe Parallele, welche durch den 
Mittelpunkt eines der gleichseitigen Dreiecke des zur Axe 
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normalen Netzes gelegt ist, ist eine Zwischenaxe, deren Sym- 
metrie ternär ist. 

Jede zur senären Axe Parallele, welche darch die Mitte 
einer der Seiten der gleichseitigen Dreiecke des Netzes z=:Q 
gelegt ist, ist ebenfalls eine Zwischenaxe, aber von binärer 
Symmetrie. 

Alle zar senäres Axe normalen Netzebenen sind Sym- 
metrie-Ebenen. 

Alle Netzebenen, welche dnrch die senäre Axe gehen 
nnd den Seiten der Dreiecke des Netzes z = parallel liegen, 
sind Symmetrie -Ebenen. Es giebt drei verschiedene Systeme 
solcher Ebenen. 

Alle Netzebenen, welche durch die senäre Axe gehen und 
senkrecht auf den Seiten der Dreiecke des Netzes z := 
stehen, sind auch Symmetrie-Ebenen. Es giebt drei ver- 
schiedene Systeme solcher Ebenen. 

In jedem der gleichseitigen Dreiecke des Netzes z = 
ist jede Seite eine binäre Symmetrie-Axe der Schaar. Es 
giebt drei Systeme solcher Axen und die Axen sind von der- 
selben Art. 

In den nämlichen Dreiecken ist jede auf eine Seite ge- 
fällte Senkrechte, welche durch die entgegengesetzte Ecke 
gelegt ist, auch eine binäre Symmefrieaxe. Es giebt drei 
Systeme solcher Axen; diese Axen sind von gleicher Art 
unter einander, aber von verschiedener Art als die vorher- 
gehenden. 

Definitionen. — Die zu den Seiten parallelen Axen 
sollen binäre Axen der ersten Art heissen; die auf den 
Seiten senkrechten Axen, deren Parameter die grosse Diagonale 
des Grund-Rhombus des Netzes z = ist, sollen binäre Axen 
der zweiten Art genannt werden. 

Diese sechs Axen-Systeme schneiden sich unter einander 
unter Winkeln von 30, 60 und 90 Grad. 

Satz LXXII. — Wenn man in einer Schaar von 
einfach ternärer Symmetrie unter den Netzen der 
zur Axe normalen Netzebenen diejenigen wegnimmt, 
welche eine nicht durch drei theilbare Ordnungszahl 
haben, so erhält man eine Schaar von senärer Sym- 
metrie; alle Punktreihen und Netzebenen der ur- 
sprünglichen Schaar finden sich in der neuen Schaar 
wieder. 
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Der erste Theil des ausgesprochenen Lehrsatzes ist be- 
reits bewiesen (Satz LXI, Corollarsatz). Die angegebene Weg- 
nahme kommt darauf hinaus, [79] zwei Gitterpnnkte von je 
dreien auf jeder der grossen Diagonalen der geraden Grund- 
Prismen mit rhombischer Basis zu beseitigen. Nun haben 
wir aber gesehen (Satz LUI], dass die Einschaltung von neuen 
Gitterpunkten oder die Beseitigung der eingeschobenen Gitter- 
punkte in einem System von parallelen Punktreihen die ver- 
schiedenen Systeme der Punktreihen oder der Netzebenen 
nicht ändert, wenigstens was die Richtung dieser Systeme 
anbetrifft. 

Die Beseitigung der Ebenen mit Indices, die nicht Viel- 
fache von 3 sind, modificirt die Systeme der Panktreihen, 
sei es indem es ihre Dichtigkeit dreimal geringer macht, sei 
es indem es ihren Parameter dreimal grösser macht. Sie 
modificirt die Systeme der Netzebenen, sei es indem sie 
die Dicke der Schichten verdreifacht, sei es indem sie den 
Flächeninhalt der Grundmasche der Netze dieser Ebenen 
verdreifacht. 

Terquatemäre Ssrmmetrie. 

Der Inhalt der folgenden Lehrsätze und die Definition 
auf Seite 94 werden zeigen, was man unter terquaternärer 
Symmetrie zu verstehen hat. 

Satz LXXIU. — Wenn eine Schaar zwei Axenvon 
ternärer Symmetrie besitzt, die nicht parallel sind, 
so besitzt sie deren vier, welche wie die vier grossen 
Diagonalen eines Würfels angeordnet sind, das heisst 
sich unter dem Winkel 70° 31' 44" schneiden, dessen 
Cosinus gleich ^ ist, und sie kann keine grössere 
Zahl von diesen Axen besitzen. 

Seien OA und OB (Fig. 34) die beiden gegebenen Sym- 
metrieaxen, welche von demselben Gitterpunkte O ausgehen, 
und verlängern wir sie, bis sie die Kugel mit dem Oentrum O 
und dem Radius gleich 1 treffen. Schlagen wir den Bogen 
des grössten Kreises AB^ und lassen wir das System OAB 
sich durch 120 Grad um OB drehen, bis es nach 00 B 
kommt, dann durch 120 Grad um 0(7, etc. Auf diesem Wege 
werden wir leicht beweisen, dass die temären Axen entweder 
wie die vier Diagonalen eines Würfels oder wie die zehn 
Diagonalen eines regelmässigen Dodekaeders angeordnet sind; 
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aber wenn man den Mittelpunkt des so erhaltenen regel- 
mässigen sphärischen Polygons ABCD ...la nennt (Fig. 34), 
so mnss Oco anch eine Symmetrieaxe der Art sein, dass die 
Wiederherstellnng der Gitterpankte sich nach einer Drehung 
durch den Winkel A cd C um Ooj vollzieht. Nun würde man 
in dem Falle des regelmässigen Dodekaeders haben 

Aa)C= 144° 

[80] ein Winkel, der niemals die Orte der Oitterpunkte wieder- 
herstellen kann (siehe den OoroUarsatz zum Satze XLVI). Also 
mnss der Fall der zehn ternären Axen, die wie die Diagonalen 
eines regelmässigen Dodekaeders liegen, ausgeschlossen werden; 
folglich etc. 

Diejenigen unserer Leser, welche einen ausführlicheren 
Beweis dieses Satzes wünschen sollten, finden ihn in meiner 
»Abhandlung über die Polyeder von symmetrischer Form«. 
Ich beschränke mich darauf, an das, was ich in dieser Ab- 
handlung bewiesen habe, zu erinnern: 

1. Wenn in einem Polyeder zwei Axen von höherer 
Ordnung als der zweiten vorkommen, so ist das Polyeder 
sphäroedrisch (Satz XL der angeführten Abhandlung); 

2. Dass zwei Gruppen yon sphäroedrischen Polyedern 
existiren, die quaterternären mit vier ternären Axen, die so 
zu einander liegen wie die vier Diagonalen eines Würfels, und 
die decemternären mit zehn ternären Axen, die zu einander 
liegen wie die zehn Diagonalen eines regelmässigen Dode- 
kaeders. (Corollarsatz zu Satz XLIU derselben Abhandlung) ; 

3. Dass die decemternären Polyeder zugleich zehn 
quinäre Axen haben (Satz LH derselben Abhandlung). 

• Da die Schaaren niemals quinäre Axen besitzen können, 
so können sie folglich nicht zehn ternäre Axen haben. 

Daraus folgt offenbar, dass eine jede Schaar, welche zwei 
ternäre Axen hat, in die Kategorie der quaterternären 
Polyeder gehört, und sogar in die specielle Art der quater- 
ternären Polyeder mit Symmetrie-Centrnm, weil jeder Gitter- 
punkt einer Schaar als ihr Symmetrie-Centrum genommen 
werden kann. So ist also der vorliegende Satz vollständig 
bewiesen. 

Satz LXXIV. — Die Verbindungs-Ebene von zwei 
ternären, nicht parallelen Axen ist eine Symmetrie- 
Ebene der Schaar. 
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Seien OA (Fig. 35) die eine dieser Axen, und OB die 
zweite. Um den Gitterpunkt beschreibe man mit dem Radius 
OA gleich i eine Kugel, ziehe den Bogen gross ten Kreises 
AB und die Bögen grösster Kreise AOnnà AD, so dass man 

5^(7=120°, BAD =120'', AO=AD = AB 

hat. Durch OA gehen drei Symmetrie-Ebenen, welche die 
Kugel nach drei grössten Kreisen schneiden werden (SatzLXIU). 
Wenn diese Ebenen nicht [81] wie AB, AO und AD ge- 
richtet wären, würden sie es wie Ab, Ac und Ad sein; 
-B, C, D würden Homologe in jB', C, 1>' haben; so würden 
also nicht nur OB, 00 und OD ternäre Axen sein, sondern 
dasselbe würde der Fall sein für OB', OC, 0D\ was dem 
vorhergehenden Satze zuwider wäre. Folglich sind OAB, 
OAC, OAD Symmetrie-Ebenen; es sind überdies die drei 
Hauptschnitte des Grund-Ehomboeders, dessen Axe wie OA 
gerichtet ist. 

Satz LXXV. — Die Halbirenden der Winkel 
70° 31' 44" und 109° 28' 16", welche zwei ternäre Axen 
miteinander bilden, sind Symmetrieaxen für das Netz 
der Netzebene, welche diese beiden Axen verbindet. 

Der Beweis dieses Satzes wird leicht aus den Principien 
gefolgert, welche ich in meiner »Abhandlung über die Poly- 
eder von symmetrischer Form« niedergelegt habe. Denn es 
folgt daraus, dass die Halbirende des stumpfen Winkels 
(109° 28' 16") von zwei ternären Axen eines quaterternären 
Polyeders immer eine binäre oder quaternäre Symmetrie- 
Axe des Polyeders ist (Satz XLIV jener Abhandlung); also 
ist diese Wiukelhalbirende eine Symmetrieaxe für die Netze 
aller Netzebenen, welche durch diese Gerade gehen. Die 
Halbirende des spitzen Winkels der beiden ternären Axen 
wird also auch eine Symmetrieaxe des Netzes ihrer Ebene 
sein (Satz XII). 

Aufgabe XXIX. — Die Schaaren zu finden, welche 
vier Axen von ternärer Symmetrie besitzen. 

In irgend einer Schaar mit rhomboedrischem Kerne sei 
00' (Fig. 36) die ternäre Axe mit 00' als Parameter; 
und O' sind zwei Gitterpunkte und einer der drei Hauptschnitte 
ist zur Ebene der Zeichnung genommen. Sei AOA' O' dieser 
Hauptschnitt. Wenn man sich durch die Gitterpunkte O, A, Ä 
und O' zur Axe normale Ebenen G OH, AmB, A'm'B' 



\ 
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und G' 0' H' gelegt denkt, so können diese Ebenen angesehen 
werden, als hätten sie als Gleichnngen 

sie theilen also den Parameter der Axe 00' in drei gleiche 
Theile. 

Nennen wir jetzt 

^ den Winkel des Rhomboeders, das heisst den Winkel, 
den zwei Seitenflächen dieses Rhomboeders miteinander bilden, 
welche alle beide durch oder alle beide durch 0' gehen; 
[82] a den Parameter der binären Axen der Schaar, das 
heisst die Länge der Seiten des gleichseitigen Dreiecks, das 
die Masche des Netzes der Ebenen 2 = 0, 2=1, ... bildet; 

d den Parameter der ternären Axe, das heisst die 
Länge 0\ 

Es ist leicht zu sehen, dass man, welches auch der 
Winkel (i des Rhomboeders sein mag. 

Am = A'm' = Y\a , 
Om = mm' = O'm' = \d 

haben wird; der Winkel ii hängt von dem Verhältniss ab, 
das zwischen den Parametern a und d besteht, und man findet 
ebenso leicht, dass diese Abhängigkeit durch die Formel 

(62) tang» i/t = ^ + i 

M ausgedrückt wird. 

Nach dieser Einleitung, die sich auf alle ternären Schaaren 
anwenden lässt, suchen wir die Bedingung, unter der die 
Schaar vier ternäre Axen besitzt. 

Nehmen wir zur Ebene der Zeichnung die Verbindungs- 
ebene von 0' mit der zweiten ternären Axe, welche OA 
sein wird. Man weiss, 1. dass diese Ebene einer der drei 
Hauptschnitte des Rhomboeders mit der Axe 00' sein wird 
(Satz LXXIV); 2. dass man haben muss 

cos mOA = \ (Satz LXXIII), 

woraus folgt, dass 

0^ = 3 0m= Oa 

ist; 3. dasr die Halbirende OM des Winkels A 00' eine 
Symmetrieaxe des Netzes der Ebene der Figur ist (Satz LXXV). 



90 



A. Bravais. 



Man sieht hieraus, dass, wenn man AM parallel mit 
00' zieht und 0' M parallel mit OA, die Figur OAMO' 
ein Rhombus sein wird, dessen vier Ecken Oitterpunkte sein 
werden, die dem Netz der Zeichnungs-Ebene angehören,, und 
dessen Diagonalen O Jf, AO' Symmetrieaxen des Netzes sein 
werden (Satz LXXVj. Wenn man jetzt O^ in drei gleiche 
Theile On^ nv! und n! A theilt, werden die zn O^ normalen 
Ebenen, welche durch O, n^ vi und A gehen, die Halbirende 
O 3f in (7, B' und N schneiden. Da die Gitterpunkte unseres 
Netzes sich nur befinden können einerseits auf dem System 
der Punktreihen G'O'H', ÄniB\ BmA, andererseits [88] 
auf dem System der Punktreihen APN, n' RB' Q, nCO\ 
so dürfen diese Gitterpunkte nur auf den Durchschnittspunkten 
dieser Geraden gesucht werden. Aber zuvörderst ist es klar, 
dass die vier Punkte R, P, Q, Z>' der Schaar nicht ange- 
hören können ; denn wenn das für den Punkt D' der Fall 
wäre, so würde er, wenn man ihn um 120 Grad um O' 
drehte, an einen solchen Ort des Raumes kommen, dass er u 
als Projection auf der Ebene der Figur haben würde, und in 
dem Innern der Schicht gelegen wäre, die zwischen den beiden 
durch O und n normal zu OA gelegten Ebenen einge- 
schlossen ist, was augenscheinlich unmöglich ist. Also können 
nur die Punkte C, -B', N Gitterpunkte in dem Innern des 
Ehombus OAMO' sein. Folglich beschränkt sich die Zahl der 
Lösungen auf drei, wobei der Parameter der Punktreihe O CB'M 
nothwendiger Weise gleich OJf oder gleich OB' = \OM 
oder gleich OC=\OM ist. 

Erste Lösung. — Der Parameter der Punktreihe 
auf der Halbirenden ist gleich OM. Das Parallelo- 
gramm AOA'O' ist alsdann der Hauptschnitt des Rhom- 
boeders mit 00' als Axe. 

Dieses Rhomboeder ist vollständig bestimmt durch die 
Gleichung 

Jm' = (72* — Om = f eP, 

woraus man findet 

a* = 3 Am = | c?, 
tang'^ 1^ = 3, jit = 120° . 

Die aus dem Rhomboeder von 120° sich ableitende Schaar, 
auf welche wir so geführt sind, kann erhalten werden, indem 
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aile Würfel «iner Schaar mit enbiscbem Kern centrirt werden. 
In der That kann der Punkt O als der niedrigste Gitterpnnkt 
eines Würfels angesehen werden, dessen Mittelpunkt in 0> und 
dessen höchster Gitterpunkt in G' wäre. Das Parallelogramm 
OA O'M wäre dessen Hauptsehnitt, der durch die Diagonale 
OO" gelegt ist; der Gitterpunkt A wäre der Mittelpunkt 
eines der sechs Würfel , welche sich an die Seiten des Würfels 
OAO'M anschmiegen. 

Zweite Lösung. — Der Parameter der Punkt- 
reihe auf der Halbirenden ist gleich OB . Das Recht- 
eck OB'0*B ist alsdann der Hauptschnitt des Rhomboeders, 
das 00' als Axe hat. Da die Kante O'B' des Rhomboeders 
normal zu der Seitenfläche ist, die 0' B als Spur hat, so sieht 
man, dass das entsprechende Rhomboeder ein [84] Würfel 
ist. Man würde dieses Resultat auch aus den Formeln ableiten 



a« = 3 J?w =1 Am = f d* , 
tangH ^ = I + i = 1 , ^ = 90° . 

Dritte Lösung. — Der Parameter der Punktreihe 
auf der Halbirenden ist gleich 0(7. In diesem Falle 
sind 0, (7, -B', iVund Jf Gitterpunkte der Schaar. Der Haupt- 
schnitt ist OCO'C Man hat alsdann 



a* = 3 Cw =\Bm = J (/* , 
tang^ \li = ^ + \-=^, ^= 70^31' 44". 

Aus dem Werthe 7 0^31' 44" des Flächenwinkels des 
Grund-Rhomboeders erkennt man, dass seine beiden End- 
abschnitte oben und unten «wei regelmässige Tetraeder sind. 
Man hat überdies 



OC = Om + Cm = ^ d* + \ d'^ =^rf« = a*, 

was hinlänglich beweist, dass die drei Seitenflächen dieses 
Tetraeders gleichseitige Dreiecke sind. 

Die Gitterpunkte (7, C liegen in den Mittelpunkten von 
zwei der Seiten des Würfels, dessen Hauptschnitt OBO'B' 
ist; die vier Gitterpnnkte, welche sich rechtwinklig nach D 
und 2>' auf die Ebene der Zeichnung projiciren, befinden 
sich in den Centren der vier anderen Seiten desselben Würfels. 
So kann man sich also die vorliegende Schaar als ans einem 
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Würfel abgeleitet denken, dessen seehs Seitenflächen centrirt 
sind. 

Znsammengefasst lautet unser Ergebniss: Der Würfel, 
das Rhomboeder von 120^ (das Rhomboeder, das Kanten des 
Würfels gerade abstumpft, nach der Ausdrucks weise der Erystallo- 
graphen) und das Rhomboeder von 70^ 31' 44" (von dem der 
Würfel Kanten gerade abstumpft) sind die einzigen Rhomboeder, 
welche als Kern einer Schaar dienen können, die vier ternäre 
Axen besitzt. 

SatzLXXVI. — Die Schaaren, welche vier ternäre 
Axen besitzen, besitzen auch drei quaternäre Axen. 

Man kann an die Stelle der drei Rhomboeder, die wir 
eben erhalten haben, den centrirten Würfel, den nicht cen- 
trirten Würfel und den Würfel mit sechs centrirten Seiten 
setzen. Nun besitzt jeder dieser Körper augenscheinlich drei 
quaternäre Axen; dies sind die Linien [85], welche Mitten 
der einander gegenüber liegenden Seiten dieser Würfel paar- 
weise verbinden. Diese qnatemären Axen sind zu einander 
rechtwinklig. 

Satz LXXVII. — Wenn zwei Axen von quater- 
närer Symmetrie vorhanden sind, so giebt es deren 
drei, welche rechtwinklig zusammenstossen, und es 
kann keine grössere Anzahl geben. 

Dieser Satz liesse sich beweisen wie der Satz LXXIII. 
Die Schnittpunkte der Axen mit der Kugel vom Radius 1 
bilden ein System von sechs Punkten, die so vertheilt sind, 
dass sie die Ecken eines regelmässigen eingeschriebenen Okta- 
eders vorstellen; folglich u. s. w. 

Der Satz ist überdies eine unmittelbare Folgerung aus dem 
Satze XLI meiner »Abhandlung über die Polyeder von sym- 
metrischer Form«. 

Aufgabe XXX. — Die Schaaren zu finden, welche 
drei quaternäre Axen besitzen. 

Der Grund-Körper jeder Schaar mit einer quaternären 
Axe ist ein gerades Prisma mit quadratischer Basis, das 
centrirt oder nicht centrirt ist (Satz LXVI). Sei nun OA OB 
(Fig. 37) die Basis dieses Prismas, wobei O, -4, C, B Gitter- 
punkte der Schaar sind. 

Sei a der Parameter der Punktreihen, welche den Seiten 
dieses Quadrats gleich gerichtet sind, 

d der Parameter der normal zu seiner Ebene gerichteten 
Punktreihen. 
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Die beiden qnaternären Axen, über die noch zn verfügen 
ist, liegen nothwendiger Weise in der Ebene OACB (Satz 
LXXVII); sie sind folglich entweder wie OA und OB^ oder 
wie OC und GOE gerichtet; sonst würde die binäre Sym- 
metrie, welche die letzteren Linien besitzen (Satz LXIX, 
CoroUarsatz), die Zahl der qnaternären Axen verdoppeln, was 
dem Satz LXXYU widersprechen würde. Hieraus ergeben sich 
die drei folgenden Lösungen: 

Erste Lösung. — Wenn das Prisma nicht centrirt 
ist, so können die in der Ebene der Zeichnung liegenden 
Axen nicht OC und GOE sein; denn eine Drehung von 90° 
um OC würde A in das Innere des prismatischen Raumes 
führen, welcher OAOB zur Basis hat, und der frei von jedem 
Gitterpunkt in seinem Innern bleiben muss. Aber man kann 
OA und OB als quaternäre Axen nehmen, und indem man 
OACB um 90 Orad um 0^ dreht, erhält man, wie man sieht. 

Also ist iü diesem Fall der Grund-Körper ein nicht cen- 
trirter Würfel. 

[86] Zweite Lösung. — Wenn das Prisma centrirt 
ist, sei D sein Mittelpunkt (der nicht auf der Zeichnung 
markirt ist), welcher sich orthogonal auf d , das Centrum des 
Quadrats OACB projicirt. 

Wenn die quatemären Axen, über die zn verftigen ist, 
alsdann wie OA und OB gerichtet sind, so wird eine Drehung 
der Figur OACB durch 90 Grad um 0-4 wie vorhin ergeben 

a = rf. 

Der Punkt D wird den Mittelpunkt des Würfels, der OA CB 
als Basis hat, einnehmen; der Grund-Körper ist alsdann ein 
centrirter Würfel. 

Dritte Lösung. — Wenn endlich die verfügbaren 
qnaternären Axen. OC und GOE sind, wird nach einer 
Drehung von 90 Grad um OC ^ nach D kommen; woraus 
man folgert 

Dd = Ad = ayi, 

und indem man diese Höhe verdoppelt, erhält man die Höhe 
des Grund-Prismas, nämlich 

rf=aV2. 



94 A. Bravais. 

Aber wenn man dann das Quadrat 00 FE als Basis nimmt, 
verwandelt sich das Prisma angenscheinlich in einen auf 
seinen sechs Flächen centrirten Würfel. 

CoroUarsatz. — Die drei Arten von Schaaren, welche 
die Lösung der Aufgabe XXX liefert, stimmen flberein mit 
den drei Arten von Schaareu, welche die Lösung der Auf- 
gabe XXIX liefert. 

Es folgt daraus, dass die Schaaren, welche drei quater- 
näre Symmetrie- Axen besitzen, vier ternäre Symmetrie-Axen 
besitzen und umgekehrt. 

Satz LXXVIIL — Jede Schaar, welche zu gleicher 
Zeit eine ternäre Axe und eine quaternäre Axe be- 
sitzt, hat drei quaternäre und vier ternäre Axen. 

Die drei quaternären Axen sind eine Folge der Symmetrie, 
welche der gegebenen ternären Axe eigen ist; die Schaar be- 
sitzt also auch vier ternäre Axen (vorhergehender CoroUarsatz) 

Definition. — Wir werden künftig die drei Arten von 
Schaaren, deren Existenz wir festgestellt haben, und die zu 
gleicher Zeit drei quaternäre und vier ternäre Axen besitzen, 
terquaternäre Schaaren nennen [87]. Die Symmetrie, 
welche diese Schaaren charakterisirt, soll terquaternäre 
Symmetrie heissen. Das gleichzeitige Vorhandensein von 
zwei dieser sieben Axen genügt, um die terquaternäre Sym- 
metrie festzustellen. 

Satz LXXIX. — Jede terquaternäre Schaar be- 
sitzt sechs binäre Axen, welche die rechten Winkel, 
die von den paarweise verbundenen quaternären 
Axen gebildet werden, halbiren. 

Seien x' Ox^ y* Oy upd z' Oz (Fig. 42) drei quaternäre 
Axen, die sich im Qitterpunkt O schneiden. Die Symmetrie 
der quaternären Axe Oz verlangt, dass die beiden Halbirenden 
der Winkel xOy. x' Oy binäre Axen seien (Satz LXIX, 
CoroUarsatz). Dasselbe würde für die vier anderen Winkel- 
halbirenden der Fall sein. 

Satz LXXX. — Jede terquaternäre Schaar besitzt 
drei Symmetrie-Ebenen, welche die quaternären 
Axen paarweise verbinden, und sechs andere Sym- 
metrie-Ebenen, welche die ternären Axen paarweise 
verbinden, aber von anderer Art als die drei vorigen 
sind. 

Das Vorhandensein der drei quaternären Axen fordert, 
dass die zu diesen Axen normalen Netzebenen Symmetrie- 
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Ebenen der Schaar seien (Satz LH). Die sechs binären 
Axen verlangen ebenso sechs Symmetrie-Ebenen ^ welche zu 
ihnen normal sein müssen; übrigens hat man schon gesehen 
(Satz LXXIV), dass die Verbindnngs-Ebene von zwei ternären 
Axen eine Symmetrie-Ebene ist: eine solche Ebene ist offen- 
bar normal zu einer der sechs binären Axen des Systems. 

Anmerkung. — Um sich die gegenseitige Stellung 
dieser Axen und Ebenen vorzustellen, kann man einen Würfel 
betrachten, dessen Mittelpunkt der Punkt ist, in dem sie sich 
treffen. Die vier Diagonalen des Würfels sind die ternären Axen ; 
die drei Geraden, welche die Mitten der einander gegenüber- 
liegenden Seiten paarweise verbinden, sind die quaternären Axen ; 
die sechs Geraden, welche die Mitten der einander gegenüber- 
liegenden Kanten paarweise verbinden, sind die binären Axen; 
die Ebenen, welche durch den Mittelpunkt parallel zu den 
Seitenflächen gelegt werden, sind die drei Symmetrie-Ebenen 
der ersten Art; und die Ebenen, welche durch zwei gegen- 
überliegende Kanten gelegt werden, sind die sechs Symmetrie- 
Ebenen der zweiten Art. 

Man kann auch die Oberfläche der Kugel mit Hülfe von 
drei grössten Kreisen in acht Dreiecke mit drei rechten 
Winkeln theilen: die Ecken Q, Q\ Q\ . . . dieser Dreiecke 
sind alsdann die äusseren Enden von quaternären Axen; 
die Mittelpunkte [88] T, T', T", . . . dieser selben Dreiecke 
sind die äusseren Enden von ternären Axen, und die Mitten 
JS, B% B'\ . . . ihrer Seiten sind die äussersten Enden von 
binären Axen. 

Wenn man sich darauf beschränkt, nur die kleinsten der 
von diesen Axen gebildeten Winkel zu beachten, und indem 
man den Mittelpunkt der Kugel nennt, erhält man die 
folgenden Beziehungen der Winkel: 

QOQ! = 90°, QOT= 54^44' 8", 

TOT = 70°31'44", QOB = 45° , 

BOB' = 60°, TOB= 35° 15' 52"'. 

Satz LXXXI. — Wenn in einer Schaar eine senäre 
Symmetrie-Axe vorkommt, so kann es darin keine 
andere Axe geben als binäre, welche Inder zu dieser 
Axe normalen Ebene gelegen sind. 

Zunächst können vor allem nicht gleichzeitig zwei senäre 
Axen existiren, weil es kein regelmässiges Polyeder giebt, 
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dessen Kanten winkel zu sechsen in jeder Ecke zusammenstossen 
(siehe die Beweise der Sätze LXXIII und LXXVII, oder 
besser noch den Satz XLI meiner »Abhandlung über die 
Polyeder von symmetrischer Form«). 

Wenn in der Schaar eine ternäre oder quatemäre, oder 
selbst eine zu der senären Axe schrägliegende binäre Axe 
vorkäme, so würde die dieser Axe eigene Symmetrie die senäre 
Axe zwingen, sich zu wiederholen, und es würde in der Schaar 
wenigstens zwei senäre Axen geben, was nach der vorher- 
gehenden Bemerkung nicht möglich ist. 

Classification der symmetrischen Schaaren. 

In Bezug auf ihre Symmetrie kann man sieben Classen 
von Schaaren unterscheiden, die ich in folgender Weise bezeichne : 

Erste Classe. — Terquaternäre Schaaren. Drei quater- 
näre Axen, vier ternäre Axen und sechs binäre Axen, welche 
wie die Linien angeordnet sind, die in einem Würfel die 
Centren der Gegenseiten, die Gegenecken und die Mitten der 
Gegenkanten paarweise verbinden. Drei zu den quaternären 
Axen normale Symmetrie-Ebenen; sechs zu den binären Axen 
normale Symmetrie-Ebenen. 

Drei verschiedene Arten von Anordnungen: 

1. Der Würfel; 

[89] 2. Der centrirte Würfel, an dessen Stelle man das 
Rhomboeder von 120 Grad setzen kann; 

3. Der Würfel mit centrirten Flächen, statt dessen man 
das Rhomboeder von 70° 31' 44", oder das centrirte Prisma 
mit quadratischer Basis setzen kann, dessen Höhe gleich ist 

der Seite der Basis multiplicirt mit V2 . Das regelmässige 
Tetraeder und das regelmässige Oktaeder können auch zur 
Ableitung dieser dritten Art dienen. 

Zweite Classe. — Senäre Schaaren. Eine senäre Axe, 
die normal zu einer Netzebene ist, deren Netz dreieckige, 
gleichseitige Maschen besitzt; drei binäre Axen einer ersten 
Art, den Seiten des Haupt-Dreiecks parallel; drei binäre Axen 
einer zweiten Art, den Höhen parallel. 

Eine Symmetrieebene, normal zu der senären Axe; drei 
Symmetrieebenen von einer Art, normal zu den binären Axen 
der ersten Art; drei Symmetrieebenen einer anderen Art, 
normal zu den binären Axen der zweiten Art. 
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Eine einzige Art der Anordnung, angegeben durch die 
secLs Ecken eines geraden Prismas mit dreieckig gleichseitiger 
Basis. Das Grund-Parallelepiped ist ein gerades Prisma, 
dessen Basis ein Rhombus von 60 und 120 Grad ist. 

Dritte Classe. — Quaternäre Schaaren. Eine qnaternäre 
Axe, die normal zu einer Netzebene ist, deren Netz quadra- 
tische Maschen besitzt; zwei binäre Axen einer ersten Art, 
parallel zu den Seiten dieses Quadrats; zwei binäre Axen 
einer zweiten Art, parallel zu den Diagonalen. 

Eine zu der quaternären Axe normale Symmetrieebene; 
zwei Symmetrieebenen von einer Art, normal zu den binären 
Axen der ersten Art; zwei Symmetrieebenen einer anderen Art, 
normal zu den binären Axen der zweiten Art. 

Zwei verschiedene Arten von Anordnungen: 

1. Das gerade Prisma mit quadratischer Basis ;• 

2. Das centrirte gerade Prisma mit quadratischer Basis; 
man kann statt dessen ein gerades Oktaeder mit quadratischer 
Basis nehmen. 

Vierte Classe. — Ternäre Schaaren. Eine ternäre Axe, 
normal zu einer Netzebene, deren Netz dreieckig gleichseitige 
Maschen besitzt; drei binäre Axen von einer Art, parallel zu 
den Seiten des Haupt-Dreiecks. 

Drei Symmetrieebenen, welche durch die ternäre Axe 
gehen und senkrecht auf den binären Axen sind. 

[90] Eine einzige Art der Anordnung, die durch die 
acht Ecken eines Rhomboeders angegeben ist. 

Fünfte Classe. — Terbinäre Schaaren. Drei binäre 
Symmetrieaxen , zu einander rechtwinklig und alle drei von 
verschiedener Art; drei Symmetrieebenen, welche diese Axen 
paarweise verbinden. 

Vier verschiedene Arten von Anordnungen: 

1. Das gerade Prisma mit rechteckiger Basis; 

2. Das centrirte gerade Prisma mit rechteckiger Basis; 
man kann statt dessen das gerade Oktaeder mit rechteckiger 
Basis nehmen; 

3. Das gerade Prisma mit rhombischer Basis; man kann 
daftir ein gerades Prisma mit rechteckiger Basis nehmen, das 
auf seinen beiden Grundflächen, oder auf zwei seiner Seiten- 
flächen, die parallel und einander gegenüber liegend sind, 
centrirt ist; 

4. Das centrirte gerade Prisma mit rhombischer Basis; 

Ostwald's Klassiker. 90. 7 
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man kann statt seiner ein gerades Oktaeder mit rhombischer 
Basis nehmen, dessen drei Hanptschnitte Rhomben sind. 

Sechste Classe. — Binäre Sohaaren. Eine einzige bi- 
näre Symmetrieaxe; eine einzige Symmetrieebene, die zu der 
Axe normal ist, und deren Netz als Haupt-Dreieck irgend ein 
spitzwinkliges Dreieck hat. 

Zwei verschiedene Arten von Anordnungen: 

1. Das gerade, nicht centrirte Prisma mit parallelogram- 
matischer Basis; 

2. Das gerade centrirte Prisma mit parallelogrammati- 
scher Basis; man kann statt dessen das gerade Prisma mit 
parallelogrammatischer Basis nehmen, das zwei centrirte Seiten- 
flächen hat. 

Siebente Classe. — Asymmetrische Schaaren. Keine 
Axe, keilte Symmetriebene. 

Eine einzige Art der Anordnung: 

Das schiefe Prisma mit parallelogrammatischer Basis. 

Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl der Symmetrie- 
axen in den verschiedenen Classen der Schaaren: 

[91] 



Schaaren, 


Zahl der Axen 


Gesammt- 

zahl der 

Axen. 


senäre. 


quaternäre. 


ternäre. 


binäre. 


Terquatemäre 
Senäre 



1 


3 



4 



6 
6 


13 

7 


Quaternäre . . 
Ternäre .... 






1 




1 


4 
3 


5 

4 


Terbinäre . . . 











3 


3 


Binäre 











1 


1 


Asymmetrische 


















Man sieht aus dieser Tabelle, dass die Gesammtzahl der 
Axen genügt, um jede dieser Classen vollständig zu definiren, 
da sie noth wendiger Weise eine der sieben Zahlen 13, 7, 
5, 4, 3, 1, sein muss; die erste dieser Zahlen drückt den 
höchsten Grad der Symmetrie aus, der in einer Schaar vor- 
kommen kann. 
^_l In Beziehung auf die Art der Axen wird man bemerken: 



F 
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1. Dass die qnaternären Axen immer von derselben Art 
sind ; 

2. Dass dasselbe der Fall bei den ternären Axen ist; 

3. Aber dass bei den binären Axen es nicht immer so ist. 
Wir wollen binäre Axen der ersten Art diejenigen mit 

dem kleinsten Parameter nennen; binäre Axen der zweiten 
Art diejenigen, deren Parameter grösser ist als der der Axen 
der ersten Art, aber kleiner als derjenige der Axen der dritten 
Art, wenn letztere Axen in der Sebaar vorhanden sind ; binäre 
Axen der dritten Art solche mit allergrösstem Parameter. 

Die folgende Tabelle zeigt die Vertheilnng der binären 
Axen nach den Arten fflr jede unserer ersten sechs Classen. 
Ich habe die Zahl der Symmetrieebenen, welche die Classe 
charakterisirt, hinzugefügt; jede von ihnen entspricht einer 
binären, qnaternären oder senären Axe, die zu ihr normal ist. 

Bezüglich der Symmetrieebenen von gleicher Art oder von 
verschiedenen Arten wolle man sich nach folgender Regel richten: 
>Axen von gerader Ordnung und von gleicher Art entsprechen 
immer Symmetrieebenen von gleicher Art; nmgekehrt sind, wenn 
die ^ Axen von verschiedener Art sind, auch die Symmetrie- 
ebenen, die zu ihnen normal sind, von verschiedener Art.« 

Die Gesammtzahl der Symmetrieebenen ist immer der 
Gesammtzahl der in der Schaar vorhandenen Axen von ge- 
rader Ordnung gleich. 

[92] Die grösste Zahl dieser Symmetrieebenen ist also 
gleich 9. 



Schaaren. 


Binäre Axen von 


Gesammtzahl 

der 
Symmetrie- 
ebenen. 


erster Art. 


zweiter Art. 


dritter Art. 


Terquaternäre 

Senäre 

Quaternäre . . 
Ternäre .... 
Terbinäre . . . 
Binäre 


6 
3 
2 
3 
1 
1 



3 
2 

1 








1 



9 
7 
5 
3 
3 
1 



In der zweiten Classe (senäre Schaaren) ist, wenn der 
Parameter der binären Axen der ersten Art 1 beträgt, der- 
jenige der Axen der zweiten Art immer gleich V3. 

7* 
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In der dritten Classe (qnatemäre Schaaren) ist, wenn der 
Parameter der binären Axen der ersten Art 1 beträgt, der- 
jenige der Axen der zweiten Art immer gleich V2. 

In der fünften Classe (terbinäre Schaaren) sind die Ver- 
hältnisse unbestimmt. 



Symbolische Bezeichnungen der Symmetrie der Schaaren. 

Wenn man durch einen der Gitterpunkte einer Schaar 
alle Axen und Symmetrieebenen legt, die ihr angehören, so 
kann man die Schaar als ein Polyeder betrachten, dessen 
Mittelpunkt in dem gewählten Gitterpunkt liegt. 

Man nennt Symmetriecentrum in einem Polyeder einen 
so gelegenen, centralen Punkt, dass, wenn man ihn mit irgend 
einer Ecke des Polyeders verbindet, und die Verbindungsgerade 
über diesen Mittelpunkt hinaus um eine ihr selbst gleiche 
Grösse verlängert, der so erhaltene Punkt ebenfalls eine Ecke 
des Polyeders ist, welche die homologe der ursprünglichen 
Ecke in Bezug auf dieses Symmetriecentrum genannt wird. 

Nicht alle Polyeder besitzen ein solches Symmetriecentrum; 
wenn es existirt, so führt seine Gegenwart ein besonderes 
Element der Symmetrie bei ihnen ein, das wichtig zu berück- 
sichtigen ist. 

In irgend einer Schaar sind sämmtliche Gitterpunkte 
offenbar [93] Centren der Symmetrie, diese Vielzähligkeit der 
Centren stimmt überein mit der Vielzähligkeit, die man in dem 
System der zu einer gegebenen Axe parallelen Symmetrie- 
axen bemerkt. 

Man kann dieselben symbolischen Bezeichnungen, welche 
mir gedient haben, um die Symmetrie der gewöhnlichen Poly- 
eder auszudrücken (Abhandluug über die Polyeder von sym- 
metrischer Form, Journal de Mathématiques^ Band XIV), auch 
auf die Schaaren anwenden. 

In den Symbolen, welche ich angenommen habe, bedeutet 
der Buchstabe C ein Polyeder, das ein Symmetriecentrum be- 
sitzt; dieses Symbol muss sich augenscheinlich in allen Aus- 
drücken für die Symmetrie der Schaaren vorfinden. 

Die Buchstaben ^, L^ L' bezeichnen Symmetrieaxen ; 
^*, Zr*, Zr'* binäre Axen ; ^', i', . . . ternäre Axen, und so 
weiter, wobei der obere Index die Ordnungszahl der Axe 
angiebt. 
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Der Buchstabe A wird immer für die Hauptaxe ange- 
wandt, welche die Einzige ihrer Art ist. 

Die Zahl der Axen von gleicher Art wird durch den Coeffi- 
,cienten angezeigt, welcher dem symbolischen Buchstaben dieser 
Axen vorangeht; so bedeutet die Bezeichnung (^®, 3Z/*, 31/'*) 
eine senäre Hauptaxe verbunden mit drei binären Axen einer 
bestimmten Art und drei anderen binären Axen einer anderen Art. 

Die Symmetrieebenen werden durch die Buchstaben /Ï, P, P' 
bezeichnet; man wird den Buchstaben 77 für die Symmetrie- 
ebene wählen, welche zur Hauptaxe A. normal ist; die Sym- 
bole i^, P'^, P?' für die zu den Axen i^,^'^ i«' normalen 
Symmetrieebenen. Die Anzahl dieser Ebenen wird in Form 
eines Coefficienten vor den Buchstaben P gesetzt: so wird 
also (77, SP*, 3P'*) eine zur Hauptaxe normale Symmetrie- 
ebene bedeuten, drei Symmetrieebenen von einer Art, normal 
zu den Axen 3jL*, und drei Symmetrieebenen einer anderen 
Art, normal zu den Axen 37y'*. 

Nachdem dies festgesetzt ist, werden die Symbole unserer 
sieben Classen von Schaaren die folgenden sein. 



% 

Schaaren. 


Symbole ihrer Symmetrie. 


Terquatemäre .... 


3i«, 4i', 62.*, C, 3P«, 6P*. 


Senäre 


^•, 3i», 3i'», C, JI, 3P«, 3P'*. 


Quatemäre 


^\ 1U, 2r*, C, JT, 2P*, 2P'*. 


Temäre 


^', 31,*, C, 3P*. 


Terbinäre 


^, Z*, r*, C, JT, P*, P*. 


Binäre 


A, 0, n. 


Asymmetrische .... 


OL, C, OP. 



[94] Es ist wichtig, zu bemerken, dass hier die Buchstaben 
C, A y Ly n, P, . , . nicht einen einzigen Punkt, eine einzige 
Linie, oder eine einzige Ebene vorstellen, wie das bei den 
Polyedern mit begrenzter Zahl der Ecken stattfindet, sondern 
ein ganzes System von Punkten, oder ein System von Axen, 
die alle parallel sind, oder ein System von gleichfalls unter 
einander parallelen Ebenen. 

Es bleibt noch hinzuzufügen, dass es in den Schaaren 
Gentren der Symmetrie giebt, welche nicht mit den Gitter- 
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punkten der Schaar zusammenfallen; diese Symmetriecentren 
sind die Analogen der Zwischenaxen und der Zwischenebenen, 
von denen wir pp. 65 — 66 und 67 — 68 gesprochen haben. 
So existiren in der asymmetrischen Classe acht verschie- 
dene Systeme von Symmetriecentren, nämlich: 1. die Gitter- 
punkte der Schaar; 2. die Centren der Orund-Parallelepipede ; 
3. die Centren der Seiten dieser Parallélépipède, welche 
Centren sich in drei verschiedene Kategorien theilen; 4. die 
Mitten der Kanten, welche ebenfalls drei verschiedene Systeme 
von Centren bilden. Man kann hierüber die Abhandlung von 
Herrn Philippe Breton nachsehen [Journal de Mathématiques 
de M, Liouville^ Band X, Seite 430). 

Es sei wohlverstanden, dass wir uns darauf beschränken, 
nur die Centren zu betrachten, welche mit den Gitterpunkten 
zusammenfallen, ebenso wie wir bei den Symmetrieaxen nur 
diejenigen berücksichtigt haben, welche durch die Gitterpunkte 
giengen. 

Von den verschiedenen Arten der Anordnung der Qitter- 
punkte in derselben Classe von Schaaren. 

Man hat bereits bemerken können, dass ' derselben Classe 
von Schaaren Schaaren angehören, die nach der Anordnung 
der Gitterpunkte sich vollkommen verschieden zeigen, obgleich 
bei allen die Axen und die Symmetrieebenen dieselben sind. 
Ich werde sie die verschiedenen Arten der Classe nennen. 
Herr Frankenheim, der in seinen schönen Untersuchungen 
über die Krystallographie *) zu einer ünterabtheilung derselben 
Art gekommen ist, hat diese Arten mit dem Namen Ordnungen 
bezeichnet, aber der Ausdruck »Arten« ist, scheint mir, hier 
vorzuziehen, da er den .geometrischen Thatbestand ausdrückt, 
dem sie entsprechen. Aus demselben Grunde verwerfe ich 
die Bezeichnung Typen, unter welcher ich sie anfangs in 
einer Mittheilung an die Société Philomathique am 17. März 
1849 beschrieben habe. 

[95] Zwei Schaaren von derselben Classe gehören ver- 
schiedenen Arten der Symmetrie an, wenn man die eine der 
Schaaren, indem man in continuirlicher Weise die Zwischen- 
räume ihrer Gitterpunkte variirt, ohne dass sie einen ein- 
zigen Augenblick ihre Symmetrieaxen verliert, trotz- 




*) Acta Naturae curiosorum, Band XIX, 2. Theil, pag. 483. 
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dem nur theilweise mit der anderen Schaar zur Deckung 
bringen kann. Solches sind zum Beispiel die Schaar, welche 
vom Würfel abgeleitet wird, und diejenige, welche vom cen- 
trirten Würfel abgeleitet wird. Wenn man in dieser letzte- 
ren die Seite des Würfels sich verändern Iftsst, so kann man 
die Hälfte der Gitterpunkte mit denen der ersten Schaar zur 
Deckung bringen; aber die andere Hälfte, welche sich auf 
den Centren der Form der Würfel befinden, bleiben ausser 
Deckung. 

Zwei Schaaren gehören derselben Art an, wenn eine con- 
tinuirliche Variation ihrer Parameter sie deckbar machen kann. 

Wenn die drei Axen, deren Parameter man variiren lässt, 
conjugirte Punktreihen von jeder der beiden Schaaren sind, 
so gehören diese immer zu derselben Art der Anordnung; 
denn das Zusammenfallen der homologen conjugirten Punkt- 
reihen, Gitterpunkt auf Gitterpunkt, zieht dasjenige der Schaa- 
ren nach -sich. 

Alle verschiedenen Arten einer und derselben Classe 
können immer aus einer der Arten der Classe abgeleitet wer- 
den durch das Hinzufügen von neuen Gitterpunkten, sei es 
im Centrum der Form des Grundkörpers, sei es auf den 
Centren seiner Seitenflächen; wir sagen alsdann, dass man 
diesen Körper im Centrum seiner Form oder auf seinen Seiten- 
flächen centriit. 

Ich will einige neue Details zu dem hinzufügen, was schon 
über die Eintheilnng unserer Classen oder Systeme in Arten 
gesagt ist. 

Terquaternäres Sy^stem. — Es umfasst drei verschie- 
dene Arten: 

1. Die hexaedrische Art: der Grundkörper ist ein Würfel, 
der ein Molecül auf jeder seiner Ecken trägt (siehe die Be- 
merkung auf Seite 5, Zeile 33); 

2. Die oktaedrische Art: der Körper, aus dem sie abge- 
leitet wird, ist ein regelmässiges Oktaeder, das auf jeder seiner 
Ecken ein Molecül trägt; man kann es durch ein regelmässiges 
Tetraeder ersetzen, welches eine ihm äquivalente Form ist, 
oder auch durch das Rhomboeder von 70° 31' 44". Diese Art 
wird vom Würfel durch Centrirung der sechs Seitenflächen 
dieses Körpers abgeleitet; alsdann trägt der neue Würfel 
(Würfel mit centrirten Seitenflächen) ausser denMolecülen seiner 
Ecken ein solches im Centrum von jeder seiner Seitenflächen. 
Die Symmetrie des so erhaltenen Körpers ist unmittelbarer ein- 
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leuchtend als diejenige von allen seinen anderen äquivalenten 
Formen; 

3. Die dodekaedrische Art: der Körper, ans dem sie ab- 
geleitet wird, ist ein Rhombendodekaeder , [96] welches ein 
Molecül auf jeder seiner vierzehn Ecken und ausserdem ein 
centrales Molecül trägt. 

Man kann sie ans dem Würfel ableiten, indem man ein 
Molecül in dem Centrum der Form des Körpers hinzufügt. 
Wenn man die acht Ecken eines solchen Würfels durch Ge- 
rade mit den sechs Centren der benachbarten Würfel ver- 
bindet, welche jeder seiner sechs Seitenflächen anliegen, so 
kommt man auf das centrirte Ehombendodekaeder zurück. 

Man kann auch als Grundkörper das Rhomboeder von 
120 Grad nehmen; aber die Symmetrie der Schaar ist als- 
dann weniger einleuchtend als in dem Fall, wo man den cen- 
trirten Würfel betrachtet. 

Senäres System. — Eine einzige Art (siehe Seite 96). 

Quaternäres System. — Es umfasst zwei verschiedene 
Arten: 

1. Die hexaedrische Art, deren Grundkörper ein gerades 
Prisma mit quadratischer Basis ist; 

2. Die oktaedrische Art, welche sich von einem geraden 
Oktaeder mit quadratischer Basis ableitet. Man erhält dieses 
Oktaeder, indem man das gerade Prisma mit quadratischer 
Basis centrirt und dieses Centrum mit den vier Ecken der 
Basis verbindet und diese wieder mit dem Centrum des unten 
anliegenden Prismas. 

Ternäres System. — Eine einzige Art (siehe Seite 97). 
Terbinäres System. — Vier verschiedene Arten: 

1. Die rechteckig hexaedrische Art: der Grundkörper ist 
ein gerades Prisma mit rechteckiger Basis, das auf jeder seiner 
acht Ecken Molécule trägt; die Netze der drei Symmetrie- 
ebenen des Systems haben alsdann rechteckige Maschen; 

2. Die rhombisch hexaedrische Art: der Grundkörper ist 
ein gerades Prisma mit rhombischer Basis. Diese Art wird 
aus der vorigen abgeleitet vermittelst der Centrirung von 
zwei gegenüberliegenden Flächen, zum Beispiel der beiden 
Basen des Grund-Prismas. Man weiss in der That, dass, wenn 
man die Maschen eines rechteckigen Netzes centrirt, dieses 
sich in ein Netz mit rhombischer Masche verwandelt. In 
diesem Fall besitzen die Netze der beiden verticalen Symmetrie- 
ebenen rechteckige Maschen ; aber in der dritten Ebene ist die 
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Masche rhombisch: die zu dieser letzten Ebene normale Axe 
kann je nach dem Fall von erster, zweiter oder dritter Art sein; 

3. Die rechteckig oktaedrische Art: der Körper, ans wel- 
chem sie abgeleitet wird, ist ein gerades Oktaeder mit recht- 
eckiger Basis. Man könnte ihn aus dem geraden Prisma mit 
gleicher Basis nnd gleicher Höhe ableiten, indem man dieses 
letztere in seinem Centram der Form centrirte, nnd [97] diesen 
nenen Gitterpnnkt mit den vier Oitterpnnkten des Rechtecks 
der Basis verbände, und diese wieder mit dem Oentrnm des 
nnten anliegenden Prismas. Die Netze der drei Symmetrie- 
ebenen haben alsdann rechteckige Maschen; 

4. Die rhombisch oktaedrische Art, durch das gerade 
Oktaeder mit rhombischer Basis gegeben. Man wird sie ans 
dem rechteckigen hexaedrischen Prisma ableiten, indem man 
die sechs Seitenflächen dieses letzteren Prismas centrirt. Diese 
sechs neuen Oitterpunkte geben, paarweise verbunden, das 
gerade Oktaeder mit rhombischer Base. Die Netze der drei 
.Symmetrieebenen werden dann rhombische Maschen haben. 

Man sieht, dass diese vier Arten dem geraden, nicht cen- 
trirten Prisma, dem geraden, auf seinen beiden Basen centrirten 
Prisma, dem geraden Prisma, das in seinem Centram der Form 
centrirt ist, nnd dem geraden, auf seinen sechs Seitenflächen 
centrirten Prisma entsprechen. 

Binäres System. — Dieses System zeigt nur zwei ver- 
schiedene Arten: 

1. Die hexaedrische Art, deren Grnndkörper ein gerades 
Prisma mit parallelogrammatischer Basis ist; 

2. Die oktaedrische Art, die sich ans der vorigen ableitet, 
indem man die Prismen dieser letzteren im Centmm der Form 
centrirt, oder anch indem man zwei von ihren vier verticalen 
Seitenflächen centrirt. Diese beiden Arten der Ableitung ent- 
sprechen einer und derselben Art von Schaaren*) (Satz LV, 
Anmerkung I). 



♦) Herr Frankenheim (Acta Nat. curiosorum^ Band XIX, 2. Theil, 
pag. 570) giebt in den binären Schaaren (System der schieifen Sänle 
von Haüy) drei verschiedene Arten: 

1. Das gerade Prisma mit parallelogrammatischer Basis; 

2. Das schiefe Prisma mit rhombischer Basis; 

3. Das gerade Oktaeder mit parallelogrammatischer Basis. 

Es ist leicht zu sCehen, dass die Arten 2 und 3 doppelte An- 
wendung finden, und nur verschiedenen Stellungen der binären 
Axe entsprechen, welche horizontal und quer in der schiefen Säule 
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Wenn man nach der Centrirnng von zwei verticalen 
Seitenflächen das Prisma um 90 Orad dreht, indem man die 
Kanten vertical stellt, in welchen sich die vier nicht centrirten 
Seitenflächen schneiden, so erhält man als Grandkörper ein 
Prisma mit rhombischer, nicht horizontaler Basis, welches das 
schiefe rhomboidische Prisma der Mineralogen ist. 

Asymmetrisches System. — Dieses System zeigt nur 
eine einzige Art. 

[98] Ansser durch die Uebereinstimmung in den Stel- 
lungen der Axen und Symmetrieebenen sind die verschiedenen 
Arten eines und desselben Systems unter einander durch die 
im folgenden Lehrsatze dargelegten Eigenschaften verknüpft. 

Satz LXXXII. — Alle Schaaren, welche den ver- 
schiedenen Arten einer und derselben Classe ange- 
hören, und sich eine aus der anderen durch geeig- 
nete Centrirung ableiten, zeigen dieselben Systeme 
von Punktreihen und dieselben Systeme von Netz- 
ebenen. 

In der That, wenn man die Orund-Parallelepipede centrirt, 
so kommt das darauf hinaus, dass man einen Gitterpunkt auf 
die Mitte einer der im Uebrigen willkürlich gewählten Diago- 
nalen des Parallelepipeds hinzufügt. Diese Einschaltung wird 
gemäss dem Satze LUI die Systeme der Pnnktreihen und Netze 
der Schaar nicht ändern, wenigstens nicht was ihre absolute 
Richtung anbetrifft. 

Wenn man zwei gegenüberliegende Flächen des Grund- 
Parallelepipedes centrirt, so kommt das darauf hinaus, dass 
man einen Gitterpunkt auf die Mitte einer der beiden Diago- 
nalen der Flächen hinzufügt, das heisst, man verdoppelt da- 
durch die Anzahl der Gitterpunkte des Systems der ent- 
sprechenden Punktreihen; die Systeme der Punktreihen und 
Netzebenen bleiben aber, was ihre Lage anbetrifft, noch 
dieselben. Folglich etc. 

Anmerkung. — Derselbe Satz lässt sich auch auf die 
senäre und die ternäre Schaar anwenden, welche dieselbe 



mit rhombischer Basis von Haiiy ist, während sie vertical in dem 
geraden Oktaeder mit parallelogrammatischer Basis ist. 

Die rationellen Eintheilungen der oktaedrischen Art hängen 
von der Art ab, in welcher sich der Gitterpunkt, der das Centrum 
des Prismas ist, auf dessen Basis projicirt, in^Beziehung auf die drei 
Seiten des Haiiptdreiecks des Netzes. 
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Hanptaxe und dasselbe Netz anf der zn dieser Axe normalen 
Eibene haben. Man kann sogar bemerken, dass das überein- 
stimmende Vorkommen derselben Pnnktreihen, Systeme und 
Netzebenen sich auch anf die senäre Schaar nnd die beiden 
directen nnd inversen ternftren Schaaren bezieht, die daraus 
durch die Einschaltung von zwei neuen Gitterpnnkten auf 
jedem Parameter der diagonalen Panktreihen des Orund-Prismas 
mit rhombischer Basis abgeleitet werden (Satz LXI, CoroUarsatz). 

Von den Netzebenen derselben Art und den Funktreihen 
derselben Art in den symmetrischen Schaaren. 

Definition. — Zwei Netzebenen sind von derselben 
Art in einer Schaar, wenn die Anordnung der Gitterpunkte 
in Beziehung auf eine dieser Ebenen dieselbe ist wie die An- 
ordnung der Gitterpunkte in Beziehung auf die andere. Um 
diese Aehnlichkeit der Anordnung festzustellen, verbindet man 
in Gedanken die Gitterpunkte der Schaar mit jeder der beiden 
Ebenen, und eins der beiden Systeme wird als beweglich an- 
genommen. Dann werden, wenn zu gleicher [99] Zeit die 
bewegliche Ebene und die feststehende Ebene, und die beweg- 
lichen Gitterpunkte mit den feststehenden éfitterpunkten zur 
Deckung gebracht werden können, die Neteebenen von der- 
selben Art sein. 

Damit zwei Netzebenen von derselben Art seien, ist es 
nöthig, dass ihre Netze zur Deckung gebracht werden können, 
aber diese Bedingung ist nicht immer ausreichend. Es ist 
ausserdem nöthig, dass die Deckung der Netze diejenige der 
ausserhalb der Ebenen gelegenen Gitterpunkte nach sich ziehe. 

Ich habe gezeigt (Journal de M. Liouville, Band XIV, 
pag. 137), 1. dass man das inverse Polyeder eines gegebenen 
Polyeders erhielt, indem man willkürlich einen Punkt nahm 
und diesen Punkt oder Symmetriepol mit den Ecken des ge- 
gebenen Polyeders verband, und diese Geraden nach rück- 
wärts um ihnen selbst gleiche Grössen verlängerte; 2. dass 
man, vermittelst des inversen Polyeders, indem es eine 
Drehung von 180- Grad um irgend eine durch den Pol ge- 
legte Gerade erfuhr, ein symmetrisches Polyeder des ge- 
gebenen Polyeders (im geometrischen Sinne dieses Ausdrucks] 
erhielt in Bezug auf eine zu der Geraden normale Symmetrie- 
ebene. 

Die inverse Schaar einer gegebenen Schaar ist immer 
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fahig, mit der ursprünglichen Schaar zusammenzufallen; es 
genügt als Symmetriepol einen der Gitterpunkte zu nehmen. 
Es folgt daraus, dass das Gleiche gilt von einer Schaar und 
einer zu ihr symmetrischen (im geometrischen Sinne des Wortes) 
oder anders ausgedrückt, dass zwei in Bezug auf irgend eine 
Symmetrieebene symmetrische Schaaren immer zur Deckung 
gebracht werden können. 

Satz LXXXIII. — Wenn dadurch, dass man das 
Netz der Netzebene M der beweglichen Schaar mit 
dem Netz der Netzebene F der feststehenden Schaar 
zur Deckung brächte, die beiden Schaaren anstatt 
zusammenzufallen, eine zu der andern in Bezug auf 
die Ebene der aufeinander gelegten Netze symme- 
trisch (im geometrischen Sinne) würden, so wären die 
beiden Netzebenen von derselben Art. 

In der That, wenn man dann die bewegliche Schaar um 
180 Grad um eine Gerade dreht, welche durch einen der Gitter- 
punkte der zusammenfallenden Netze geht, und normal zu der 
Ebene dieser Netze ist, so wird man die bewegliche Schaar 
mit der lûversen der festen Schaar zur Deckung bringen*), 
das heisst mit der feststehenden Schaar selbst. 

[100] Satz LXXXIV. — In jeder Schaar, die eine 
Symmetrieebene besitzt, sind zwei Netzebenen, die 
symmetrisch (im geometrischen Sinne) in Bezug auf 
diese Ebene sind, von derselben Art. 

Indem man die eine dieser beiden Ebenen, welche als 
zur beweglichen Schaar gehörig betrachtet wird, um die Ge- 
rade dreht, in der sich diese Ebenen schneiden, wird man 
ihre Netze zur Deckung bringen, und die bewegliche Schaar 
wird (im geometrischen Sinne) symmetrisch zur festen Schaar 
in Bezug auf die Ebene der aufeinander gelegten Netze wer- 
den. Also werden diese Ebenen, gemäss dem vorhergehenden 
Lehrsatze, von derselben Art sein. 

Man kann auch direct feststellen, dass die beiden gege- 
benen Ebenen von derselben Art sind, indem man sie beide 
durch einen willkürlich gewählten Gitterpunkt S gehen lässt, 
und durch S eine Normale zu der Symmetrie-Ebene legt. 
Diese Normale wird eine Axe von gerader Ordnung sein 
(Satz LU) ; wenn man also die bewegliche Schaar sich um einen 



*) Notiz über die symmetrischen Polyeder der Geometrie, 
Satz IV [Jourtial de Mathématiques, Band XIV, pag. 139). 
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Winkel gleich jmal dem Winkel -- — drehen lässt, wobei 

2q die Ordnungszahl der Symmetrie der Axe ist, so wird eine 
Wiederherstellung der Orte der Gitterpunkte stattfinden, und 
es ist leicht zu sehen, dass die beiden gegebenen Netzebenen 
Gitterpunkt auf Gitterpunkt zur Deckung kommen werden. 

Satz LXXXV. — Zwei parallele Netzebenen sind 
von derselben Art. 

£3 genfigt, das bewegliche Netz parallel mit sich selbst 
fortzubewegen, um die Deckung der Gitterpunkte zu erhalten. 

Satz LXXXVI. — Wenn in einer Schaar zwei 
gleichartige, aber nicht parallele, Netzebenen vor- 
kommen, so besitzt diese Schaar wenigstens eine 
Symmetrieaxe. 

Man kann immer voraussetzen, die beiden Netzebenen, 
die ich F und M nennen werde , hätten einen gemeinsamen 
Gitterpunkt S, der nicht an den Bewegungen der beweg- 
lichen Schaar theilnimmt. Nehmen wir an, dass geeignete 
Drehungen dieser Schaar das bewegliche Netz M schliesslich 
auf das feststehende Netz JP geführt haben. Die Coincidenz 
kann immer (nach der bekannten Theorie der Zusammensetzung 
der Drehungen in der Mechanik) als durch eine einzige Drehung 
der beweglichen Schaar um eine durch den Gitterpunkt S 
gehende Rotationsaxe hervorgebracht angesehen werden. Es 
ist wichtig zu bemerken, dass diese Gerade, ebenso wie der 
einzige Rotationswinkel, welcher M zur Deckung [101] mit 
F bringt, sich vollkommen bestimmen lässt, unter der Be- 
dingung allerdings, dass der Rotationswinkel 180 Grad nicht 
übersteigt. Diese Gerade, welche so die Eigenschaft besitzt, 
nach einer geeigneten Drehung die Orte der Gitterpunkte 
wiederherzustellen, wird eine Symmetrieaxe der Schaar sein. 

Cor oll ar Satz. — Es kann in den asymmetrischen Schaa- 
ren keine Netzebenen derselben Art, die nicht parallel sind, 
geben. 

Definition. — Zwei nicht parallele Netzebenen der- 
selben Art heissen homologe in Bezug auf eine Symmetrie- 
axe der Schaar, wenn die einzige Drehung, welche ihre 
Netze zur Deckung bringt, so dass die bewegliche Schaar sich 
auf die feststehende Schaar legt, um diese Axe stattfindet. 
Man folgert daraus nachstehenden Lehrsatz: 
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Satz LXXXVII. — Zwei nicht parallele Netzebenen 
derselben Art sind immer homolog in Bezug auf eine 
Symmetrieaxe. 

Cor oUar Satz. — Man erhält alle Systeme der Netz- 
ebenen, welche von derselben Art sind wie eine gegebene 
Netzebene, wenn man die homologen dieser Ebene in Bezug 
auf alle Symmetrieaxen der Schaar aufsucht. 

Satz LXXXVm. — Die Zahl der Netzebenen von 

derselben Art, welche homolog in Bezug auf eine 

Symmetrieaxe von der Ordnung q sind, ist gleich q^ 

wenn diese Netzebenen keine besondere Beziehung 

der Lage hinsichtlich der Axe zeigen, das heisst, 

wenn diese Ebenen weder normal noch parallel zu 

dieser Axe sind. 

^. ^^ 360^ ^360° , ,, 360« 

Indem man die Ebene um , 2 , .... (q — 1) 

q ' q ' ' '^ ' q 

sich drehen lässt, wird man ihre q — 1 homologen erhalten. 

Es ist klar, dass ihre Gesammtzahl gleich q ist: diese Ebenen 

sind alle von einander verschieden, das heisst sie können nicht 

parallel unter sich sein. 

Satz LXXXIX. — Die Zahl der Netzebenen der- 
selben Art, die homolog in Bezug auf eine Axe von 
der Ordnung q und dieser Axe parallel sind, ist 
gleich ^, wenn q ungerade ist, und gleich \q^ wenn 
q gerade ist. 

Die Gesammtzahl der Ebenen ist auch hier noch gleich 
q\ aber in dem besonderen Falle, wo q eine gerade Zahl 
wäre, würden die Ebenen paarweise parallel werden; die An- 
zahl der Ebenen von verschiedener Richtung reducirt sich 
also dann auf \q. 

[102] Satz XC. — Die Zahl von Ebenen derselben 
Art, welche homolog in Bezug auf die Axe von der 
Ordnung q sind, reducirt sich auf die Einheit in dem 
Falle, wo die ursprünglich gegebene Ebene zu der 
Axe normal ist. 

Dieser Satz ist einleuchtend. 

Vermittelst dieser Principien wird man die Frage nach 
der Bestimmung der Netzebenen derselben Art in Bezug auf 
ihre Zahl und ihre relative Lage in einer gegebenen Schaar 
leicht lösen können, sei es in dem Falle, wo diese Ebenen 
keine Eigenthümlichkeit der Stellung bezüglich der Symmetrie- 
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axeD zeigten, sei es in dem Fall, wo sie parallel oder normal 
zn einer bestimmten Zahl dieser Axen wären. Diese Frage 
ist von grosser Wichtigkeit in der Krystallographie. 

Man kann für die Panktreihen derselben Art ganz ähn- 
liche Sätze anfstellen als diejenigen, welche für die Netzebenen 
derselben Art gelten. 

Definitionen. — Die Definition der Punktreihen der- 
selben Art ist dieselbe wie diejenige der Axen oder Netz- 
ebenen derselben Art; die der homologen Punktreihen ist 
derjenigen der homologen Netzebenen gleich. 

Satz XCI. — Wenn man den Parameter der Punkt- 
reihe M der beweglichen Schaar mit demjenigen der 
Pnnktreihe F der feststehenden Schaar zusammen- 
fallen liesse, und dabei die beiden Schaaren statt zn- 
sammenzufallen zu einander symmetrisch würden (im 
geometrischen Sinne dieses Wortes) in Bezng auf 
eine dnrch die Punktreihe F gehende Ebene, so wür- 
den die beiden Punktreihen von derselben Art sein. 

Denn wenn man alsdann die bewegliche Schaar um 180 
Grad um eine Gerade dreht, welche durch einen der Gitter- 
punkte der Punktreihe F geht und normal zur Symmetrie- 
ebene ist, so wird man die bewegliche Schaar mit der inversen 
der feststehenden Schaar, das heisst mit der feststehenden 
Schaar selbst zur Deckung bringen. 

Satz XCII. — In jeder Schaar, welche eine Sym- 
metrieebene besitzt, sind zwei in Bezug auf diese 
Ebene (im geometrischen Sinne) symmetrische Punkt- 
reihen auch von derselben Art. 

Satz XCIII. — Zwei parallele Punktreihen sind 
von dei^selben Art. 

Satz XCIV. — Wenn es in einer Schaar zwei 
Punktreihen von derselben Art giebt, die aber nicht 
parallel sind, so besitzt diese Schaar wenigstens eine 
Symmetrieaxe. 

[103] Satz XCV. — Zwei nicht parallele Punkt- 
reihen derselben Art sind immer homolog in Bezug 
auf eine Symmetrieaxe. 

Corollalrsatz. — Man erhält alle Systeme von Punkt- 
reihen von derselben Art wie eine gegebene Punktreihe, indem 
man die homologen der letzteren in Bezug auf alle Symme- 
trieaxen der Schaar aufsucht. 
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Satz XCVI. — Die Zahl der Punktreihen derselben 
Art, welche homolog in Bezng auf eine Axe der Ord- 
nung q sind, ist gleich q^ wenn diese Punktreihen 
weder parallel noch normal zu dieser Axe sind. 

Satz XCVII. — Die Zahl der Punktreihen dersel- 
ben Art, welche in Bezug auf eine Axe von der Ord- 
nung q homolog und normal zu ihr sind, ist gleich 
y, wenn q ungerade ist, und gleich \q, wenn q ge- 
rade ist. 

Satz XCVIII. — Die Zahl der in Bezug auf die 
Axe von der Ordnung q homologen Punktreihen re- 
ducirt sich auf die Einheit im Fall der parallelen 
Lage der Punktreihe und der Axe. 

Diese Sätze würden sich genau ebenso beweisen lassen, 
wie die Sätze LXXXIV bis XC. Sie sind übrigens eine noih- 
wendige Folge der Reciprocität, die zwischen den Punktreihen 
und den Netzebenen in den Schaaren, welche »zu einander 
polare Schaaren« genannt werden, besteht. Von dieser Reci- 
procität wird im nächsten Paragraphen die Rede sein. 

Satz XCIX. — Symmetrieaxen derselben Art sind 
zu gleicher Zeit Punktreihen derselben Art. 

Dieser Satz folgt aus den Definitionen der Axen derselben 
Art (Seite 63) und der Punktreihen derselben Art (Seite 111). 



§ VI. — Von den polaren Schaaren. 

Definitionen und Bezeichnungen. — In einer ge- 
gebenen Schaar errichten wir in einem ihrer willkürlich als 
Anfangspunkt genommenen Gitterpunkte Normalen zu drei 
conjugirten Ebenen dieser Schaar, und auf jeder dieser Nor- 
malen tragen wir Längen ab, welche gleich sind den Flächen- 
inhalten der Elementar-Parallelogramme der Netze, die auf 
jeder dieser Ebenen liegen, dividirt durch den mittleren 
Abstand der Gitterpunkte. Wenn man mit diesen drei 
neuen Axen und diesen Längen als Parameter [104] eine 
Schaar construirt, so soll sie die polare Schaar der ur- 
sprünglichen genannt werden, und sie wird wichtige Eigen- 
schaften besitzen, die wir kennen lernen werden. 

Wie das Symbol ghk m der ursprünglichen Schaar eine 
Punktreihe bezeichnet, welche vom Anfangspunkt nach dem 
Gitterpunkt geht, dessen Zahlen- Coordinaten ^, A, k sind, so 
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soll in der polaren Schaar das Symbol [ffhk] eine Punktreihe 
bezeichnen, welche vom Anfangspunkt nach dem Punkt g^t, 
dessen Zahlen-Coordinaten g^ h, h sind. 

Wie das Symbol [ghl^ die Netzebene bezeichnete, deren 
Gleichung 

^a; + Äy + Ä2J = 

ist, so soll das Symbol \^ghTî^ eine Netzebene, deren Gleichung 
von derselben Form ist, in der polaren Schaar bezeichnen. 

Ich werde fortfahren, mit Pghk den Parameter einer 
Punktreihe zu bezeichnen, welche vom Anfangspunkt nach 
dem Gitterpnnkt geht, dessen Zahlen-Coordinaten g^ h^ k sind, 
das heisst den Parameter der Punktreihe ghk. 

Ich werde mit P[ghk] den Parameter einer Punktreihe 
bezeichnen, die vom Anfangspunkt nach dem Punkt geht, 
dessen Zahlen- Coordinaten g^ h^ k in der polaren Schaar sind, 
das heisst den Parameter der polaren Punktreihe [<ghk\ 

Der Flächeninhalt des Ëlementar-Parallelogi'amms des auf 
der Netzebene {ghk) entworfenen Netzes soll in der ursprüng- 
lichen Schaar auch weiter S (ghk) genannt werden. 

Ebenso soll S [[ghk)] der Flächeninhalt des Elementar- 
Parallelogramms des Netzes sein, welches auf der Netzebene 
gezeichnet ist, deren Bezeichnung [{ghk)] in der polaren 
Schaar ist. 

Der mittlere Abstand soll nach wie vor E genannt 
werden, und wenn wir bemerken, 1. dass 100, 010, 001 
die symbolischen Bezeichnungen der Axen der x^ der y und 
der z sind; 2. dass (100), (010), (001) die symbolischen 
Bezeichnungen der Ebenen der yz^ der xz und der xy sind, 
so wird man nach den vorhergehenden Festsetzungen haben 

,63)P[.„,J=aM,P[,.01=M, P[«0.1 = «ll. 

Ich werde fortfahren, durch a, ß^ 6 die ebenen Winkel 
in den Ebenen der yz^ der xz und der xy zu bezeichnen, 
und durch ^^ v^ X8 die Flächenwinkel, welche als Kanten 
die Axen [105] der Xy der y und der z haben. Nachdem 
dies festgesetzt ist, wird man offenbar haben 

(Ä(IOO) = P 010 . P 001 . sin a , 
(64) \ aS'(OIO) = P 100 . P 001 • sin /î? , 

{ 5(001) = P 100 . P 010 . sin rf . . 

OBtwald*a Klassiker. 90. 8 
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In der polaren Schaar woUen wir zur Axe der [x] die 
Normale zn der Ebene der yz nehmen, znr Axe der [y] die 
Normale zn der Ebene der xZj und znr Axe der [z] die 
Normale zn der Ebene der xy. Die drei positiven Halbaxen 
sollen nach derselben Seite gerichtet sein wie die positive Halb- 
axe von gleicher Bezeichnung in der ursprünglichen Schaar, in 
Bezug auf die Ebene, zu welcher jede dieser neuen Axen normal 
ist. Die drei ebenen Winkel dieser Axen sollen durch [ce], |j^], 
[d] dargestellt werden; ihre drei Flächen winkel durch [jti], [v], [er]. 

Satz C. — Da die Winkel a, ß, d die ebenen Winkel 
des Orund-Parallelepipedes der ursprünglichen 
Schaar sind, und /à, r, tar seine Flachenwinkel, so 
werden die ebenen Winkel der polaren Schaar 180^ 
— |t£, 180° — y, 180° — er sein, und die Flächenwinkel 
180° — a, 180° — /?, 180° — ^. 

Dieses ist eine wohlbekannte Folge der Eigenschaften der 
sphärischen polaren Dreiecke. 
Man wird also haben 

(65) [a]=180° — iu, [/î] = 180° — ^, [rf] = 180° — îar. 

(66) [iie] = 180° — a, [a/] = 180° — /?, [cjr] = 180° — d. 

Satz CI. — Wenn man in der Spitze O eines 
Tetraeders OABD (Fig. 38) auf den drei Seiten- 
flächen OBD, OAD und OAB die Normalen Oa, 
Ob und Od errichtet, die in Bezug auf jede Fläche 
auf derselben Seite liegen wie die der Fläche gegen- 
überliegende Ecke, und die beziehungsweise den 
Flächeninhalten dieser drei dreieckigen Seiten gleich 
sind, so wird die Diagonale des über den Kanten 
Oa, OJ, Od construirten Parallélépipèdes normal 
zu der Basis ABD und gleich dem Flächeninhalt 
dieser Basis sein. 

Man hat nach der Construction 

Oa = Flächeninhalt OBD, 
Oh = Flächeninhalt OAD, 
Od = Flächeninhalt OAB, 

Ebenso wie Oa, Ob und Od senkrecht zu den Ebenen 
OBD, OAD und [106] OAB sind, ebenso werden OA, 
OB und OD senkrecht zu den Ebenen Obd, Oad, und 
Oab sein. 
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Fällen wir von die Normale OP auf die Basis A BD, 
und legen wir dnrch a die Ebene aA'p parallel zu der 
Ebene bOd und folglich normal zu der Kante OA. Diese 
Ebene mag O A in A' und OP m p schneiden. Projiciren 
wir die Dreiecke OBD und ABD auf die Ebene aA'p. 
O und A werden die gleiche Projection in A' haben; also 
werden die beiden Dreiecksprojectionen zusammenfallen. Die 
erste der beiden Dreiecksprojectionen hat als Werth 



Flächeninhalt OBD cos (Ebene ODB, Ebene aA'p) , 
und^ indem man die Ebenen durch ihre Normalen ersetzt, 

Flächeninhalt OBD cos (Oa^OA) 

OÂ' 
= Flächeninhalt OBD —--= OA' . 

Oa 

Die andere Dreiecksprojection wird in gleicher Weise sein 
Flächeninhalt ABDcos( Op^O A) = Flächeninhalt A BD -^— . 

Indem man beide Ausdrücke gleich setzt, erhält man also 

OA' 
0^' = Flächeninhalt ABD-^^—, 

Op 

demnach 

(67) Op = Flächeninhalt ABD, 

Legen wir jetzt durch b eine zu a Od parallele Ebene; 
dann wird man ebenso beweisen, dass diese Ebene OP in 
einer Entfernung von O schneidet, die genau dem Flächen- 
inhalt ABD gleich ist, das heisst in dem schon erhaltenen 
Punkt p. 

Dasselbe wird der Fall sein, wenn wir durch d eine zu 
a Ob parallele Ebene legen. Diese drei Ebenen mit ihren 
parallelen Ebenen bOd, a Od, a Ob bilden ein Parallel- 
epiped, dessen Kanten Oa, Ob, Od sind, und wovon Op 
die Diagonale ist. Diese Diagonale ist also gleich mit und 
normal zu dem Dreieck ABD. 

Corollarsatz. — Wenn die Kanten Oa, Ob, Od, ohne 
den Flächeninhalten der Seiten gleich zu sein, ihnen in dem 
Verhältniss 1:B proportional wären, so würde die Diagonale 
Op auch zu dem Flächeninhalt ABD in demselben Ver^ 

8* 
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hältniss 1:£ stehen; sie würde normal zn der Ebene AB D 
bleiben. 

[107] Satz CIL — Wenn {ghk) das Symbol einer 
zn einer gegebenen Schaar gehörenden Netzebene 
ist, nnd wenn man in ihrer polaren Schaar die Ge- 
rade zieht, welche von dem Anfangspunkte nach dem 
Punkte führt, dessen Zahlen-Coordinaten g^ h^ k sind, 
so wird diese Gerade mit dem Symbol \gh}c\ normal 
zu der Ebene (ghk) sein. 

Seien Ox, Oy^ Oz (Fig. 39) die drei conjugirten Punkt- 
reiben, die als Coordinaten-Axen der ursprünglichen Schaar 
genommen sind, und seien a^ &, d die Parameter dieser Punkt- 
reihen. Machen wir 

OA = hkayOB = gkb, OD = ghd. 

Die Gleichung der Ebene AB D in Zahlen-Coordinaten wird 
sein 

gx'\'hy -{- kz = ghk. 

Man wird ausserdem haben: 

Flächeninhalt OBD = y^hkbdsm a =y^hkS{iOO)j 
(68) Flächeninhalt OAD = yh'^kad^in ß =yh*kjS{OlO), 

Flächeninhalt OAB =yhk*ab&m ô ={ghk'^S[00l), 

Die Symbole /S(IOO), aS'(OIO), aS'(OOI) stellen nach unserem 
Uebereinkommen die Flächeninhalte der Grund-Parallelogramme 
auf der Ebene der yz, der Ebene der xz und der Ebene der 
xy vor. 

Construiren wir nun die drei Axen der polaren Schaar, 
und seien auf diesen Axen genommen 

Oa = ,Pim) = i^ , 

Oi = -iP(.t«l = Ää , 

wobei E der mittlere Abstand der Gitterpunkte ist. 

Sei Op die Diagonale des über Oa, Ob und Od con- 
struirten Parallélépipèdes; die Zahlen-Coordinaten von p 
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werden g^ h und k in der polaren Schaar sein, und die Be- 
zeichnung der Punktreihe Op wird \jS/hK\ sein. 

Wenn man die Werthe von Oa^ Ob und Od mit den 
Ausdrücken der Flächeninhalte OBD, [108] OudZ) und OAB 
(Gleichungen 68) vergleicht, so sieht man, dass sie ihnen pro- 
portional sind in dem Yerhältniss 

1 
■^:{ffhk= 1 i^ghkE. 

Also wird nach dem Corollarsatz zu dem Satze CI die 
Diagonale Op normal zu der Basis AB D sein, das heisst 
zu dem System der Netzebenen, dessen Symbol (ghk) ist. 

Zweiter Beweis. — Wenn man den Satz CII durch 
die analytische Geometrie des Raumes beweisen will, so nennt 
man r die Neigung der Axe Oz gegen die Ebene der xy 
(Fig. 39); ^0, 1^0, Cq die linearen Coordinaten des Punktes a; 
?i7 ^i> ^4 diejenigen des Punktes b] §,, rj^, ^, diejenigen des 
Punktes d, und man setzt 

(69) 1 — cos' a — cos' ß — cos' (î + 2 cos a cos /? cos (î = /'. 

Man hat alsdann 

Od Od sin cî kab sin' ö 



?, 



sin T J JE 



woraus man leicht die Werthe von ^„ rj^ durch die bekannten 
Gleichungen der Normale zu der Ebene der xy in dem System 
der schiefwinkligen Axen folgern kann. 

Man würde ebenso Ç^, i^^, t^, ^q, ly^» Co fcöstimmen. 

Die Coordinaten ^,77, C des Punktes p werden dann 
durch die Formeln gegeben 

IJE={i, + §, + §,) JE 
= ^Srf sin' a — had sin a sin ß cos tff — kab sin a sin â cos v, 

= — ^irfsin a sin /^ cos tar + hadain^ß — ka b sin ß sin d cos i,i\ 

^JE={Ç, + Z,+QJE 
= — gbdsinßAndcos fi — had sin a sin d cos v + kab am* d. 

Wenn man also um abzukürzen setzt 
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— sin*« — r- sin« BÏuSco^tff 7 sin a sin (J cos 1^ = r , 

a a 



(70) 



y 



O Ji ■ le 

— — sina8in/îco8tèr-f--r- sin*/? — -^Bin/îsin<îcos/w= s 

n h h 

— — sin/? sin dcosu — -7- sin a sin d cos ^ + -rsin*d=^, 
a h d ' 

[109] so werden die Gleichungen der Geraden Op sein 

r s t ' 

Nun ist aber bekannt, dass diese Gleichungen, nach dw 
Substitution der Werthe von r, s und ty die Normale zu der 
Ebene darstellen, deren Gleichung 

und deren symbolische Bezeichnung (ffhk) ist. 

Satz ein. — Wenn [ffhk) das Symbol einer Netz- 
ebene in einer Schaar ist, so wird ihre Normale eine 
Punktreihe der polaren Schaar sein, und wird darin 
[ffhk] als Symbol haben. 

Dies lässt sich aus der Umformung des vorhergehenden 
Satzes entnehmen. 

Satz CIV. — Der Parameter der Punktreihe 
ffhk] ist gleich dem Flächeninhalt des Grund-Paral- 
' lelogramms, das auf der Ebene [ffhk) entworfen ist, 
dividirt durch den mittleren Abstand der Gitter- 
punkte. 

Die Bezeichnungen bleiben die gleichen wie in den vor- 
hergehenden Sätzen. Sei Op (Fig. 39) der Parameter der 
Punktreihe [ffhk]^ wobei ff, h und A keinen anderen gemein- 
schaftlichen Theiler als die Einheit haben. Nach dem CoroUar- 
satz zu Satz CI wird man haben 

Oj9 : Flächeninhalt ^Äi> = Oa : Flächeninhalt OBD', 

nun ist aber dieses Verhältniss 1 :^ ffhkE] folglich 

2 Flächeninhalt AB D 
^P = JhkË 

Aber es ist bewiesen worden (Satz XXXVIII, Gleichung 47), 
dass man 
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Flächeninhalt ABD = ^ffhkio 

hat, wobei œ der Flächeninhalt des Grund-Parallelogramms 
des Netzes auf der Ebene ABD ist. Folglich wird man 
haben, indem man (a durch S[ghk) ersetzt, 

2 Flächeninhalt ABD = g hkS [ghk], 

Sighk) 

[110] woraus man die allgemeine Formel ableitet 

(71) P[^M] = M, 

welches der algebraische Ausdruck des Satzes ist, den wir 
zu beweisen hatten. 

Anmerkung. — Demnach sind die Formeln (63] nur 
besondere Fälle der Formel (71). 

CoroUarsatz I. — Eine gegebene Schaar hat nur eine 
einzige polare Schaar, welche bestimmt ist, sobald man den 
Gitterpunkt feststellt, der beiden Schaaren gemeinsam sein 
soll. Denn die polare Schaar, welche aus drei beliebig ge- 
nommenen conjugirten Punktreihen construirt ist, muss nach 
dem vorhergehenden Satz mit der aus jedem anderen Punkt- 
reihen-System construirten polaren Schaar zusammenfallen. 

CoroUarsatz II. — Wenn drei Ebenen in einer Schaar 
conjugirt sind, so sind ihre Normalen conjugirte Pnnktreihen 
der Polaren. 

Das über diesen drei Punktreihen construirte Parallel- 
epiped, soll das Polar-Parallelepiped desjenigen sein, 
welches sich in der ursprünglichen Schaar aus den drei con- 
jugirten Ebenen und ihren angrenzenden construiren lässt. 

CoroUarsatz III. — Umgekehrt sind, wenn drei Punkt- 
reihen in einer Schaar conjugirt sind, ihre normalen Ebenen 
conjugirte Ebenen in der polaren Schaar. 

CoroUarsatz IV. — Die Bedingung dafür, dass drei Netz- 
ebenen (ffhk)j [gJik'] und (g"h"k") conjugirt sind, erhält man, 
indem man die Bedingung sucht, unter der {ghk]^ W^'k'] 
und [g"K'k*''\ drei conjugirte Pnnktreihen sind. Sie wird also 
sein (Gleichung 43) 

gh'k' — gk'h' + kg'K' — hg' F + hk' g" - kh'g"= i 1. 



IM A. 

Amfçabe XXXL — Maa hereekme S{yik) oder den 
FltckeBiakalt der Mmseke des Netzes der Netz- 
ebeae yhk . 

Maa bat augeneia ia der anpita^ebea Sebaar (Auf- 
ßibc XVI} 

+ 2yiPl00 - PôlO . eosd 
^'^'' \ +2yiPl00 -Pool «ß;? 

I -f- 2Ä1P01Ö - Pool - tx&a. 

Weaa maa aasdrtekt, da» die gleite Beûebiinç in der 
polarai [111~ Sebaar stattfindet, vnd indem man dann 

PjhF dnrcb^Ä^**), 
P.IOO] dnieb 4^.10^'; 
P[010] dnrch i 5(0 10], 

P^OOl] durch ~5;00l), 

[a] dnreh ISO** — /i, 

[ß\ dnrdi ISO«* — r, 

[d] dnrch 1S0° — ©r 
ersetzt, erhält man 

[S^{ghk =^*5*(100) + **Ä*{010)+*«Ä*(001) 

— 2yÄÄ(l00) 5(010' cos CT 

— 2y*Ä';i00)Ä[001) cos r 

— 2Ä*iS 010). 5(001) cos /£. 

Dies ist die Formel, welche wir schon erMelten (Gleichung 50); 
aber es war zweckmässig, sie der Formel (72) gegenüber zu 
stellen, um das merkwürdige Gesetz der Beciprocität zu zeigeo, 
welches sie verbindet. 

Bemerkung bezüglich der Formeln (72) und (73). 
— Wenn man in der Gleichung (72] setzt 



(73) 
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P100 = >^, P010 = y7, P001 = V?, Pghk = yf, 
cos (X = , , cos p = — =^ , cos O = ,_ ■■ , 

so wird diese Gleichung 

f=aff^ + a'h* + a"k* + 2b" g h + 2*'^ A + 2bhk. 

Die Grösse y hat von Herrn Gatiss den Namen te märe 
Form bekommen [Gauss^ Disquisitiones Arithmeticae, p. 426), 
und der berühmte Mathematiker bezeichnet sie durch das Symbol 



la, a', a"\_ 
\i, b', b")-^' 



Die Grösse 

aJ« + a'J'« + o"J"« — aa'a" — 2hV h" = D 

wurde von Herrn Gauss die Determinante der Form ge- 
nannt. Indem man [112] a, a', a" und b, h\ V' durch ihre 
Werthe ersetzt, und die Gleichungen (52) und (54) berück- 
sichtigt, findet man 

Z> = PM00.P'010.P*001 
( — 1 + cos* a-f-cos* /Î-1-C0S* ö — 2 cos a cos/î cos ^)= — -E^, 

wobei der Buchstabe E wieder den mittleren Abstand der 
Gitterpunkte darstellt. 

Man sieht hieraus, dass jede ternäre Form einer Schaar 
von reellen oder imaginären Punkten entspricht; dass jeder 
besondere Werth von f für bestimmte und ganzzahlige Werthe 
von ^, h und k das Quadrat der Entfernung zweier Punkte 
oder Gitterpunkte der Schaar ausdrückt; dass die Determi- 
nante der Form mit dem Zeichen — genommen gleich ist 
dem Quadrat des Volumens des Grund -Parallélépipèdes, 
oder der sechsten Potenz des mittleren Abstandes der Gitter- 
pnnkte, etc. 

Analoge Resultate ergeben sich für die binären Formen 

deren Determinante i* — aal ^ mit entgegengesetztem Zeichen 
genommen, das Quadrat des Flächeninhaltes des Grund-Parallelo- 
gramms darstellt, oder die vierte Potenz des mittleren Ab- 



h. 
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tUmà&ê der GitterpiDikIe desjad^ea Neizea, welches aas dieser 
MalieB Fofin sb^lôtet wird. 
Die ternäre Fonn 

i J» _ a'a", b'* — aa", JT — aa\ 

yah — VV, ah' — hV, a^V — hv) 

ist YOB Herrm Gattss die sdjvBçirte Form der Form 

ö, a V 

h\ h") 

geBsimt worden; sie ist in den Disqnisitiones durch den 
Bnehstshen F bezeichnet 

Es folgt SOS der Entstehnngsweise von a, a\ a", &, b' 
imd b^j dass man hat 

Ä* — a'a= — P2oio-P*001 - sin* c = — ^(lOO;, 

b'^ — aa = — ^^010;, 

F'^ — aa' =— Ä-'rOOl , 

afc — äT = P* lOOPOlO- Pool (cos a — cos /? cos d; 
= ^(001)-iS(010)-cos ,a, 
n'y — bb" = iS(00i; -Ä(100)-co3 V, 
tCV — bV =Ä{100)-Ä(010).cosjff; 

[113] Man wird also nach der Snbstitation dieser Werthe in 
die Form F haben 

— F= ^*iS''(lOO) + Ä'iS(OlO) + **i^(001} 

— 2^Ä^(100}.Ä(010;-eosiff 

— 2yit,^(100)wS(00i;cos y 

— 2**1^ 010 .5^001) -cos /i ; 
also auch 

F= — S^'^hh) = — F?P^\ghkl . 

So stellt also die adjnngirte temäre Fonn das Quadrat des 
Elementar-Farallelogramms der Ebene ^'^hk mit dem Zeichen 
— dar. Man sieht auch, dass, wenn die Yormf sich geometrisch 
dnrch eine 8chaar darstellen Usst, ihre adjnn^rte Form F in 
gleicher Weise durch die polare Schaar dargestellt werden wird, 
nachdem jedoch die Parameter der polaren Schaar alle mit 
dem mittleren Abstand E mnltiplicirt word<»i sind, das heisst 
mit der mit negatirem Zeichen genommenen sechsten Wurzel 
aus der Determinante 2>. 
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Auf die merkwürdige Analogie, weiche zwischen den 
Eigenschaften der binären und temären Formen und den 
geometrischen Eigenschaften besteht, welche die Netze nnd 
Schaaren besitzen, hat Herr Seeber in seinen > Untersuchungen 
über die temären Formen« aufmerksam gemacht (siehe Cr eile* s 
Journal, Band XX, p. 318). 

Satz CV. — Das Volumen des Elementar-Parallel- 
epipedes ist das gleiche in der ursprünglichen Schaar 
und in ihrer polaren. 

Seien il das Volumen des Grund-Parallelepipedes der 
gegebenen Schaar und [Si] dasjenige ihrer polaren Schaar. 
Man hat offenbar 

_-T absind ad%iVLß bd mi a . . . * 
[ß] = — ^ ^ ^ sm (i sm V sm d, 

wobei a, &, d die Parameter der ursprünglichen Schaar sind. 
Man hat andererseits 

( sin /? sin <5 sin u = e/ , 
74) \ ^ 

( sin a sin o %viv = J, 

wenn J wieder durch die Gleichung (69) gegeben ist. Also 

[114] und da überdies 

abdJ== £2 (Gleichung 41), 
E^ = £i (Gleichung 54) , 
so wird endlich 

(75) [ß] = ß. 

Anmerkung. — Die polare Schaar hat dieselbe Dichtig- 
keit, das heisst denselben Reichthum an Gitterpunkten wie die 
ursprüngliche Schaar; der mittlere Abstand E behält den- 
selben Werth in den beiden Schaaren. Also 

(76) [E\=E. 

Satz CVI. — Wenn man die polare Schaar einer 
polaren Schaar construirt, so kommt man auf die 
ursprüngliche Schaar zurück. 

Bestimmen wir den elementaren Flächeninhalt des Netzes 
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der Ebene der \yz] in der polaren Schaar. Seiten des Grund- 
Parallelogramms sind die beiden Parameter 

ad sin/^ ab sin d ^ 

der eingeschlossene Winkel [a] ist gleich 180° — fz (Satz C), 
Also wird man haben 

or/i Ann a^id sin ß sin d sin fx Eà^hd sin ß sin ö sin^ 
^[(100)]= ^^5 = ^ 

Nun hat man andererseits 

ahd sin ß sin (î sin ^ = abdJ ^= ß; 
also 

Ä[(100)] = J5a = JSPIOO. 

Man würde ebenso beweisen, dass man hat 

Ä'[(oio)] = J5;ô = £Poio, 

;S'[(001)] =I!d = EPOOl. 

Wenn man, der Richtung nach, die Axen der Schaar 
construirt, welche die polare der über Oa, OJ, Od (Fig. 39) 
construirten Schaar ist, so trifft man wieder auf OA, OB^ OD. 
Wenn man, der Grösse nach, die Parameter dieser Axen, den 
festgesetzten Formeln (Gleichungen 63] 

AS[(iOO)] /^[(OIO)] aS KQOI)] 
[E] ' [E] ' [E\ 

[115] gemäss, construirt, so kommt man wegen [E\ ==^E wieder 
auf die Parameter a, J, rf, oder PlOO, POlO, POOl zurück. Die 
so erhaltene Schaar fällt also mit der ursprünglichen Schaar 
zusammen. 

Satz CVII. — Wenn ghk das Symbol einer Punkt- 
reihe in einer Schaar ist, so wird die zu ihr normale 
Ebene eine Netzebene der polaren Schaar sein und 
sie wird [{ghk)] als Symbol haben. 

Denn man kann, zufolge des vorhergehenden Satzes, die 
polare Schaar als die ursprüngliche ansehen, und die ur- 
sprüngliche als die polare Schaar der anderen. Alsdann muss 
(Satz CHI) das Symbol der Normale der Ebene [ghk)\ghk] 
sein. Um auf unsere erste Auffassung zurückzukommen, ge- 
nügt es, die Klammern [] von einem Symbol auf das andere 
zu übertragen, und man sieht, dass das Symbol der zu der 
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Ebene [{ffhk)] Normalen ffhk sein wird; also ist die Punkt- 
reihe ffhk normal zu der Netzebene [{çhk)\ 

CoroUarsatz. — Wenn [ghk] das Symbol einer Punkt- 
reihe der polaren Schaar ist, so wird (ffhk) dasjenige der zu 
ihr normalen Ebene sein, welche eine Netzebene der ur- 
sprünglichen Schaar sein wird. 

Definition. — Die Eigenschaften der polaren Schaaren 
im Raum haben ihre analogen auf der Ebene. Jedem Netze 
entspricht ein polares Netz, welches man in der folgenden 
Weise erhält: 

Seien Oa = Uy Ob =: b die beiden Parameter auf den 
Axen Ox, Oy (Fig. 40); sei ô der Winkel xOy\ sei e der 
mittlere Abstand, der durch die Formel 

€* = ah sin d 

gegeben ist. lieber diesem Netz, und mit dem zu der Ebene 
xOy normalen Parameter b als Axe der z construire man 
eine Schaar, welche das Netz der Ebene x Oy als Basis hat. 
Man wird haben 

ß = sab sin <î = «'; 

so wird also 6 der mittlere Abstand der Gitterpunkte dieser 
Hülfsschaar sein. 

Indem man ihre polare Schaar construirt, sieht man, dass 
die Axé der [x] die Normale 0[x] zu der Axe Oy sein wird, 
und dass die Axe der [y] die Normale 0[y] zu der Axe der 
Ox sein wird. Seien also 0[à\ = [a], 0[b] = [b] die auf 
diese Axe bezüglichen Parameter, so wird man haben 

r T ** -k TAT ^^ 

[a]=— =5, [b] = —a = a. 

[116] Wenn man über diesen Parametern ein Netz construirt, 
wird man das Polare des gegebenen Netzes erhalten. Wenn 
man alsdann auf der Verlängerung der Geraden 0[y] die 
Strecke 0[V] = 0[b] abträgt, so wird der Gitterpunkt [V] 
auch dem polaren Netz angehören, und da man 

0[a] = Ob, 0[y]= Oa 

hat, werden die Dreiecke bOa und [a]0[i'] congruent sein. 
Daraus folgt der nächste Satz. 

Satz CVIII. — Ein polares Netz wird aus dem 
ursprünglichen Netz abgeleitet durch eine Drehung 
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von 90 Orad des letzteren um einen der Gitter- 
punkte, welchen man als Anfangspunkt wählt. 

Anmerkung. — Wenn nach dieser Drehung die Axe 
der positiven y zu der Axe der positiven [x\ des polaren 
Netzes wird, so wird die Axe der positiven x die Axe der 
negativen \y\ werden. Das Umgekehrte wird stattfinden, wenn 
die Drehung im entgegengesetzten Sinne gemacht wird. 

Satz CIX. — Jede polare Schaar besitzt dieselben 
Symmetrieaxen wie die ursprüngliche Schaar. 

Sei O (Fig. 41), der den beiden Schaaren gemeinsame 
Gitterpunkt, der Anfangspunkt der Coordinaten; seien 00' 
eine Symmetrieaxe der ursprtinglichen Schaar, und OP 
eine der Punktreihen der polaren Schaar, wobei O und P 
zwei benachbarte Gitterpunkte auf dieser Pnnktreihe sein 
mögen. Legen wir durch O normal zu OP die Ebene RR\ 
welche eine Netzebene der ursprünglichen Schaar sein muss 
(Satz OVir, CoroUarsatz). 

Sei jetzt q die Ordnungszahl der Symmetrie der Axe 

360° 
00'\ lassen wir ÜB! sich um 00* drehen um , um 

2360° 3-360° .. , • ,* xr . 
, , u. s. w. : so wird man ebenso viele Netz- 

ebenen der gleichen Art erhalten (Satz LXXXVIII], deren 
Normalen ebenfalls Punktreihen der polaren Schaar sein 
werden (Satz CUI). Diese Normalen erhält man, indem man 

OP um 00* dreht durch Winkel von , — , u. s. w. : 

bei dieser Bewegung wird der Punkt P nach einander auf 
P', auf P", u. s. w. kommen; woraus man siebt, dass er y — 1 
homologe Gitterpunkte in Bezug auf die Axe 0' haben 
wird, und da P irgend ein Gitterpunkt der polaren Schiuir 
ist, so wird die Axe 00' eine Symmetrieaxe der Ordnung 
q in dieser letzteren Schaar sein. 

CoroUarsatz. — Wenn in der ursprünglichen Schaar 
Symmetrieebenen vorkommen, [1 17] so werden diese Ebenen auch 
Symmetrieebenen der polaren Schaar sein; denn jeder Sym- 
metrieebene entspricht eine Symmetrieaxe von gerader Ord- 
nung, und diese Axe muss sich in der polaren Schaar wieder- 
finden. Nun aber entspricht jeder Symmetrieaxe von gerader 
Ordnung umgekehrt auch eine Symmetriebene, welche zu ihr 
normal ist; deshalb wird sich auch diese Symmetrieebene in 
der polaren Schaar wiederfinden. 



üeber die Systeme von regelmässig vertheilten Punkten. 127 

Satz OX. — Wenn man alle Parallélépipède ceu- 
trirt, deren Vereinigung eine gegebene Schaar A 
bildet^ deren polare [A] bekannt ist, und wenn man 
so eine neue Schaar A' hervorbringt, so wird die 
Schaar, die man erhält, indem man die sechs Seiten 
der polaren Parallélépipède centrirt, welche die 
Schaar [w^] bilden, und darauf alle ihre Dimensionen 

in dem Verhältniss 1 : ]/2 vergrössert, die polare 
Schaar von A' sein. 

Sei £i' der Kern der Schaar A'] das Volumen dieses 
Kernes wird augenscheinlich gleich der Hälfte des Volumens 
des alten Kerns sein, so dass man haben wird 

Seien JE und E' die mittleren Abstände in den Schaaren 
A und A\ so wird man haben 

Andererseits hat man in der Polaren von A\ indem man 
die Grössen, welche sich auf die Schaar A und ihre polare 
[A'] beziehen, durch Accente kenntlich macht. 

Da aber die Netze auf den Ebenen der yz, der xz und der 
xy nicht durch die Centrirung verändert werden, erhält man 

;S"(100) = S'(IOO) = -BP[100] , 
/S"(010) = S(010) = £P[010], 
Ä'(OOl) = aS'(OOI) = EP[00\]. 

Also durch Substitution 

fP'[100] =xV'2".P[l00], 
P'[010] =]/2.P[010], 
P'[001] =1^2 .P[001]. 

118] P[100], P[010] und P[00l] stellen nach Grösse und 
Züchtung die Kanten der drei aneinanderstossenden Seiten des 
Grund-Parallelepipeds der polaren Schaar [A] vor. Wenn 
man dagegen die Diagonal-Ebenen (HO), (101) und (011) 
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betrachtet, nnd speciell diejenigen, welche als Gleichung in 
der ursprünglichen Schaar 

haben, so sieht man leicht, dass diese Ebenen durch das 
Gentrum des Grund-Parallelepipedes gehen: demnach werden 
die Parallelogramme der Netze dieser Ebenen alle centrirt, 
und der Flächeninhalt ihrer Masche wird um die Hälfte 
kleiner. Man hat also 

Ä"(011)==4Ä'{011). 
Also 



m i 



und ebenso 
P'[101]=l/2.|P[101], 

P'[011] = |/2'4P[011]. 



P[110], P[101] und P[011] stellen nach Grösse und 
Richtung die Diagonalen der drei aneinanderstossenden Seiten 
des Grund-Parallelepipedes der polaren Schaar [A] dar. 

Aus den Gleichungen (77) und (78] schliesst man, dass 
man, um die Schaar [^'1 zu erhalten, die Dimensionen des 

3 -_ 

Gruud-Parallelepipedes der Polaren [A] mit y 2 multipliciren, 
und dann die Parameter der Diagonalen ihrer sechs Seiten 
um die Hälfte verkleinern muss, was erreicht wird indem 
man ihre Seitenflächen cenirirt. 

Die erste dieser beiden Operationen verwandelt den Kern 

£i der Polaren [A] in ß iY^) = 2ß. Durch die zweite 
Operation bekommt das Grund-Parallelepiped zwei Mal kleinere 
Basen und Höhen, sein Kern 2Q wird also gleich 

das heiflst gleich dem Kern der Schaar A\ Die Centrirung 
der so erhaltenen Schaar [A'] ist demnach vollständig; eine 
weitere Centrirung würde, wenn sie stattfinden [119] könnte, 
die Dichtigkeit von [A^] grösser machen als diejenige von 
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A', was nicht möglich ist (Satz CV, Anmerkung). Also ist 
[A'] die Polare von der centrirten Schaar A', 

Satz CXI. — Wenn man die Flächen der Grund- 
Parallelepipede centrirt, welche eine gegebene 
Schaar A bilden, deren Polare [A] bekannt ist, um 
dnrch diese Centrirung eine neue Schaar A' zu er- 
zeugen, so wird man die Polare [-4'] der Schaar A' 
erhalten, indem man die polaren Parallélépipède, 
welche die Schaar [A] bilden, centrirt und alle ihre 

3 

Dimensionen in dem Verhältniss y2 : 1 verkleinert. 

Seien ganz allgemein M und N zwei Schaaren, wovon 
jede die Polare der anderen ist; sei Mç das was aus der 
Schaar M wird, wenn man alle ihre Parallélépipède centrirt; 
sei Nf das was aus N wird, wenn man die Flächen ihrer 
Parallélépipède, der Polaren derjenigen von M centrirt. Es 
folgt aus dem vorhergehenden Satz, dass sowohl Mç wie Nr 
die Bedingungen in Bezug auf ihre Dimensionen-Verhältnisse 
erfüllen, um Polaren von einander zu sein; nur anstatt 

Kern M^, = Kern Nf 
hat man 

(79) Kern Mc = 2 Kern Nf, 

Wenn man dann die Dimensionen von Np in dem Ver- 

3 / 

hältniss y 2 zur Einheit vergrössert, werden die Kerne gleich 
und die Schaaren sind gegenseitig polar (voriger Satz). 

Man kann dasselbe Resultat erhalten, indem man die 

3 

Dimensionen von M^ in dem Verhältniss y 2 : 1 verkleinert; 
die Kerne werden gleich, und die Schaaren gegenseitig polare. 

Im gegenwärtigen Falle setzen wir N=== A, M = \_A\ 
UTià. Nç==^ A'\ hier wird M(. die Schaar [A] sein, deren 
Parallélépipède man centrirt hat, und M^ mit Dimensionen, 

die in dem Verhältniss ]/ 2 : 1 verkleinert sind, wird die 
Polare von A' sein. 

Satz CXII. — Wenn man in den Ebenen ;? = 
und z = \ die Basen der Grund-Parallelepipede 
centrirt, welche eine Schaar^ bilden, deren Polare 
[A\ bekannt ist, so wird man die Polare der Schaar 
mit centrirten Basen [120] A erhalten, indem man 
auf den Ebenen [z] = 0, [z] = 1 die Basen von [A] 

OstwBid's Klassiker. 9Ü. Q 
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e Parameter auf den Aien der [x] u« 
dem Verhältnias 1^:1 muItipHoirt, an 
äer Axeder [z] mit dem VerbäUnisa V^ : 

in die Methode anwendet, welche bei dem I 
es CX gedient hat, findet man 

E = s'y^î, 

S'flOO] = «(100) = EP[100], ' 
S"|010) =Ä(010) = £P[010], 
S'(ftOl) = |*{001) = i£P[001] , 

IP'[100] = j/2P[100], 
P'i010] = |^2'.P[010], 
P'[001]=j|^2-P[001], 
S'{llO) = ^S(llO], 

«■(lOi) = 5(101), 

Ä'(OU) = 5(011), 

Ip'[iio]=^y2.p[iio], 
P'[101] =V2-P[101], 
P'[OiI] =]/2-P[011]. 
Gleichungen (80) nnd (81) schliesst man, dass 
nen der Schaar [A] mit }/2 mnltiplicirt werden 
dass dann der auf die Âxe der [z] bezügliche 
inso wie der Parameter der Diagonale [llO] nm 
rkleinert werden mnss. Diese letzte Operation 
, dem Centriren der Parallelogramme in der 

) Operation verändert den Kern £i der Schaar 
die zweite halbirt ihn und führt ihn anf den 
ück; die dritte halbirt und macht ihn gleich 
it non auch der Wertb des Kernes der Schaar 
d die so erhaltene Schaar die Polare von A' sah. 



\ 



k 
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Aufgabe XXXII. — Die polare Sc h aar einer Seh aar 
mit binärer Symmetrie zu finden. 

Seien Oz die binäre Axe (Fig. 42) und d ihr Para- 
meter. Seien Ox = «, Oy = b und xOy = ô, 

[121] Nehmen wir zuerst das nicht centrirte Prisma an^ 
und setzen 

(82) abd sin â = R^; 

wenn J^ der mittlere Abstand ist, werden wir haben 

Die Axe der [z] wird mit Oz zusammenfallen, die Axen der 
[x] und der \t/] werden in der Ebene der xy gelegen sein, 
und man wird haben 

[a]^E^ -4-^ = 4 b, 



i 



a. 



i 



Da die Axen der x, y und ;:; conjngirt sind, weil das gerade 
Prisma nicht centrirt ist, werden die Axen der [x], der [y] 
und der [z] es gleichfalls sein, und die Grundform der polaren 
Schaar wird ein gerades Prisma mit parallelogrammatischer 
Basis sein. Das Netz der Ebene der [x] [y] wird das in dem 
Verhältniss d : E vergrösserte oder verkleinerte polare Netz 
des Netzes der xy sein. 

Wenn das Grundprisma centrirt wäre (siehe den Satz 
LY), so mttsste man die Flächen des polaren Prismas^ das 
man erhält, ohne zuvörderst die Centrirung in Betracht zu 
ziehen, centriren (Satz CXj, und darauf seine Dimensionen 

in dem Verhältniss 1 : y2 vergrössern. Man erhielte auf diese 
Weise als Grundform ein gerades Oktaeder mit parallelo- 
grammatischer Basis oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
ein gerades centrirtes Prisma mit parallelogrammatischer Basis. 
Man findet dann für die Kanten dieses letzteren Prismas 



9* 
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[ 



3 Va* + 6* + 2 «6 cos (ï 



2ab sin d 



3 Vo* 4- ô* — 2 ab cos (ä 
•- ■' ^ 2ao sin o 



j 



und für den von [o] und [ä] eingeschlossenen Winkel 

2 ab sin (^ 



arc 



(2a6 sin ö\ 



[122] Aufgabe XXXIU. — Die polare Schaar einer 
Schaar von terbinärer Symmetrie zu finden. 

Nehmen wir als Coordinaten-Axen die drei Axen von 
binärer Symmetrie. Seien a, b und d die Parameter der 
Axen der Xj der y und der z] [a], [b] und [d] diejenigen 
der Axen der [x]^ der [y] und der [z]. Die Axe der [x] wird 
mit der Axe der x zusammenfallen, die Axe der [y] mit der- 
jenigen der y und die Axe der [z] mit derjenigen der z. 

Nachdem 'dies festgestellt, können vier verschiedene Fälle 
vorkommen. 

Wenn das gerade Prisma mit den Kanten a, b und d 
nicht centrirt ist, so wird die polare Schaar als Grundform 
ein gerades Prisma mit rechteckiger Basis haben. 

Setzen wir, um abzukürzen, 

(83) abd = R\ 
so werden wir offenbar haben 

(84) E' = R' , 

Wenn das gerade Prisma im Mittelpunkt seines Volumens 
centrirt ist (der Fall, in dem die Schaar als aus dem geraden 
Oktaeder mit rechteckiger Basis abgeleitet angesehen werden 
kann) , so ist das Polare ein gerades Prisma , das auf seinen 
sechs Flächen centrirt ist, und man findet leicht (Satz CX) 
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(85) ^3 = |Ä% 

[a] =-R*l/2~ =:2JB*-, 

das über [a\ [ô] und [d] construirte Prisma muss darauf auf 
seinen sechs Flächen centrirt werden, und dann wird es gleich- 
bedeutend einem geraden Oktaeder mit rhombischer Basis sein. 
Wenn das gerade Prisma auf seinen sechs Flächen cen- 
trirt ist (der Fall, wo die Schaar als von einem geraden 
Oktaeder mit rhombischer Basis abgeleitet betrachtet werden 
kann), so kommt man gemäss dem Satze CXI auf das gerade, 
centrirte Prisma zurück, welches dem geraden Oktaeder mit 
rechteckiger Basis gleichbedeutend ist. Seien wieder a, b 
und d die Kanten [133] des geraden Prismas mit centrirten 
Flächen. Man wird nach dem Satz CXI haben 

(86) E^ = \R' , 

^ ^ ^ ^ a a ' 

[a], [b] und [d] werden die Kanten des geraden rechteckigen 
Prismas sein, welches, indem es centrirt wird, die Grundform 
der gesuchten Polaren werden wird. 

Endlich, wenn das Prisma auf zweien seiner Flächen 
centrirt wäre, z. B. anf seinen beiden Basen (der Fall, wo 
die Schaar als von einem geraden Prisma mit rhombischer 
Basis abgeleitet angesehen werden kann), fände man, indem 
man sich an die Vorschriften des Satzes CXII hielte, und 
durch den vorhergehenden analoge Berechnungen 

[a]=2£*l, [i] = 2£»p M=£*^; 
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« 

dann würde man das über [à] und [b] constrairte Rechteck 
centriren. Man hätte anf diese Weise ein neues gerades 
Prisma mit rhombischer Basis. 

Man kann sich für diesen letzten Fall auch anf die Lösung 
der Aufgabe XXXII stützen. Man mache in den auf diese 
Aufgabe bezüglichen Rechnungen 

was darauf hinausläuft^ die beiden Diagonalen der rechteckigen 
centrirten Basis als Axen der x und der y zu nehmen. 
Dann ist 

(87) JS'» = a'«rfsin5, 

[a'] = E'^ -^4-. = ^ a' 
a sin E 

[Ô'] = E'* -^4--. = 4 «' 
^ ■■ a sin ö E 

1 £'* 

und der Winkel des Rhombus in der Basis des Polaren wird 
180° — d. 

CoroUarsatz I. — Das Polare des geraden Prismas 
mit rechteckiger Basis ist ein gerades Prisma mit rechteckiger 
Basis; dasjenige des geraden Prismas mit rhombischer Basis 
ist [124] ein gerades Prisma mit rhombischer Basis: die beiden 
Rechtecke oder die beiden Rhomben sind ähnlich. 

CoroUarsatz IL — Das gerade Oktaeder mit recht- 
eckiger Basis und das gerade Oktaeder mit rhombischer Basis 
sind zu einander polar. 

Aufgabe XXXIV. — Die polare Schaar einer 
ternären oder rhomboedrischen Schaar zu finden. 

Die Polare einer Schaar, welche mit einem Rhomboeder 
construirt ist, dessen Kantenwinkel gleich a, und dessen 
Flächenwinkel gleich fi ist, ist ein anderes Rhomboeder, dessen 
Kantenwinkel [a] (Satz C) gleich 180"* — ^<, und dessen Flächen- 
winkel 0] gleich 180° — a ist*). 



♦) Dieses Rhomboeder hat Professor Weiss >Invertirung8- 
Rhomboeder« genannt {Abhandlungen der Berliner Akademie , Band 
XV, p. 93). 
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Das ursprüngliche Rhomboeder wird vollständig bestimmt 
sein, wenn man den Parameter a des zur ternären Axe normalen 
Netzes mit dreieckig gleichseitiger Masche und den Para- 
meter d dieser ternären Axe giebt. Man findet alsdann durch 
die bekannten Eigenschaften des Rhomboeders 

f— L_- = il + i 

2(1 — cos a) 9a* ^ ^' 

(88) ^ 



\ 2(1 + cos u) 4e^«"^^' 



(l +COS fl) 

Seien [a] und [d] die Parameter von gleicher Bedeutung im 
polaren Rhomboeder. Man wird haben 



Nun ist 
also 

also endlich 

(89) 






12 

+ 



1 4- cos [ix] =1 — cos a ; 
d^ [af 



9 a* 4[c?] 



t > 



a[a] d[d] 



eine Beziehung, welche die Bedingung ausdrückt, unter welcher 
zwei Rhomboeder jedes dem polaren des anderen ähnlich sind. 
Wegen der Gleichheit der beiden Volumen hat man ferner 
die Bedingung 

(90) jB' = ■J.ysa'rf = iVS [a]*[(/] . 

[125] Man wird daraus die Werthe von [a] und [d] berechnen, 
und zwar 

Aufgabe XXXV. — Die polare Schaar einer 
Schaar mit quaternärer Symmetrie zu finden. 

Seien a und a die beiden Parameter der Seiten der 
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quadratischen Basis ; sei d der Parameter der Axe der z, der 
Axe der qnaternären Symmetrie. 

Wenn es sich um ein Prisma mit quadratischer Basis 
handelt, das nicht centrirt ist, wird man haben 



(91) 



a*d = JR' , 



£= 



R', 



w=^^ ['^]=^*j' 



das Polare wird auch ein Prisma mit quadratischer Basis sein. 
Wenn es sich um ein centrirtes Prisma mit quadratischer 
Basis handelt, so wird das Polare ein centrirtes Prisma 
mit quadratischer Basis sein, dessen Elemente sich aus der 
Lösung des zweiten Falles der Aufgabe XXXIII ableiten lassen. 
In den auf diesen Fall bezüglichen Formeln mache man 
b = a; man wird ein gerades centrirtes Prisma mit qua- 
dratischer Basis finden, das sich durch die Formeln bestimmt 



(92) 



a d 



Aufgabe XXXVI. — Die polare Schaar einer 
Schaar mit senärer Symmetrie zu finden. 

Die Grundform der Schaar ist ein gerades Prisma von der 
Höhe d mit rhombischer Basis, deren Seiten a und a, mit dem 
eingeschlossenen Winkel d gleich 120 Grad, sind. 

Man findet alsdann (siehe die Lösung der Aufgabe XXXIII, 
vierter Fall), dass die Grundform der Polaren ein gerades 
Prisma mit rhombischer Basis ist, wobei der Winkel des 
Rhombus 180° — ö oder 60 Grad ist, das heisst ein Prisma 
mit senärer Symmetrie, wie man es erwarten musste (Satz CIX). 

Seien [a] und [à\ die Seiten des Rhombus in dem polaren 
Prisma, und [d] die [126] Höhe; so wird man haben, indem 
man die Formeln (87) anwendet. 



(93) 






[d\=^E^^ 
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Man hat zwischen a, d, [a] und [d] die Beziehnngen 
(OA) a\a]_d\dl 

(95) a»d=[a]*[rf], 

welches die Analogen von (89) und (90) sind. 

Das Netz der zur senären Axe normalen Ebene dreht 
sich um 90 Grad in seiner Ebene und modificirt sich in Be- 
zug auf seinen kleinsten Parameter. 

Aufgabe XXXVII. — Die polare Schaar einer 
Schaar mit terquaternärer Symmetrie zu finden. 

Wenn die Grundform der Schaar ein Würfel ist, so wird 
ihre Polare als Grundform denselben Würfel haben. 

Wenn die Grundform der Schaar ein centrirter Würfel mit 
der Seite a ist, so wird ihre Polare ein Würfel mit centrirten 
Flächen sein (Satz CX), dessen Seite [a] durch die Formel 

[a] = aV2 

gegeben sein wird. 

Wenn umgekehrt die Grundform ein Würfel mit centrir- 
ten Flächen mit der Seite a wäre (oder ein reguläres Oktaeder 

mit der Seite «V^^), so würde die Polare ein centrirter Würfel 
mit der durch die Gleichung 

[a] = «Vî 

gegebenen Seite [a] sein (Satz CXI). 

So sind also die beiden letzten Arten gegenseitig polar 
zu einander. 

Man könnte diese letzteren Resultate auch beweisen, indem 
man die Grund -Rhomboeder in Betracht zöge. Das Rhom- 
boeder von 90 Grad hat einen Kantenwinkel von 90 Grad; 
es wird also als Polares ein Rhomboeder von 90 Grad haben 
(Lösung der Aufgabe XXXIV). 

[127] Das Rhomboeder von 70° 31' 44" hat einen Kanten- 
winkel von 60 Grad; es wird also das Rhomboeder von 
120 Grad als Polares haben. 

Das Rhomboeder von 120 Grad hat einen Kantenwinkel 
von 109° 28' 16"; es wird also das Rhomboeder von 70° 31' 
44" als Polares haben. 
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Obwohl man die vorstehende Abhandlung als eine rein 
geometrische Spéculation betrachten kann, und obwohl die 
darin nachgewiesenen Beziehungen unabhängig sind von den 
physikalischen Eigenschaften der Körper, so hat doch der 
Verfasser diese Arbeit ausgeführt in der Absicht, sich der- 
selben später zur Erklärung der Fundamentalerscheinungen 
der Erystallographie zu bedienen, und behielt bei Abfassung 
der Arbeit dieses Ziel besonders im Auge. 

Seit Haüy hat man stets ausdrücklich oder stillschweigend 
angenommen, dass in den krystallisirten Körpern die Mittel- 
punkte der Molekel in gleichen Abständen, in geradlinigen 
Reihen, parallel den Schnittgeraden der Spaltungsflächen, an- 
geordnet sind. Das aus diesen Mittelpunkten bestehende 
geometrische System ist demnach nichts anderes als was wir 
eine »Schaar von Punkten« genannt haben, und alle in dieser 
Abhandlung ausgeführten Ueberlegungen lassen sich darauf 
anwenden. 

Wenn man nun annimmt, dass irgend eine im Moment 
der Krystallisation eingreifende Ursache bewirkt, dass die 
sich bildende Schaar eher einer symmetrischen als einer un- 
symmetrischen Structur zuneigt, so wird offenbar die schliess- 
lich gebildete Schaar einer der sieben Classen (Seite 96) und 
vorzugsweise einer der ersten sechs, die allein Symmetrie- 
Axen oder -Ebenen besitzen, angehören. Die Betrachtung der 
krystallisirten Körper, künstlicher sowohl wie natürlicher, 
beweist a posteriori^ dass es sich so verhält; und die geo- 
metrische Eintheilung der Schaaren entspricht aufs getreueste 
derjenigen, die man auf Grund langwieriger und sorgfältiger 
Untersuchung für die Krystallsysteme hat aufstellen müssen. 

Aber welche Ursache bewirkt diese Neigung der von den 
Mittelpunkten der Krystallmolekel gebildeten Schaaren zur 
symmetrischen Regelmässigkeit? Diese Frage werde ich in 
einer anderen Abhandlung zu beantworten versuchen, deren 
Abfassung eben abgeschlossen ist und die hoffentlich dem- 
nächst gedruckt werden kann. Die wesentlichsten Ergebnisse 
dieser neuen Arbeit sind [128] der Société Philomathique in 
den Sitzungen vom 17. und vom 24. März, vom 19. Mai, 
vom 7. Juli und vom 17. November 1849 mitgetheilt worden 
(siehe die Zeitschrift Vlnstitut^ Jahrgang 1849, in den Be- 
richten über diese Sitzungen). Die Abhandlung, die der Leser 
eben beendigt hat, ebenso wie diejenige >Ueber die Polyeder 
von symmetrischer Form«, abgedruckt in Band XIV vom 
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Journal de Mathématiques des Herrn Liouville^ bilden in 
gewisser Beziehnng die Prolegomena der krystallographischen 
Theorie, welche dort entwickelt ist. 

Ich beschränke mich hier daranf, die polyedrische oder 
wenn man will die polyatomige Form der Molekel des krystal- 
lisirten Körpers als das zu bezeichnen, was die Art der 
Symmetrie der entsprechenden krystallinischen Schaar be- 
stimmt; dieselbe Ursache, in ihre weiteren Consequenzen ver- 
folgt, erklärt in einfacher Weise die Gesammtheit der Er- 
scheinungen der Hemiedrie, der Zwillingsbildung und des 
Dimorphismus. Wenn sie auch nicht völlig das noch so 
schwierige Problem des Dimorphismus löst, so deutet sie doch 
wenigstens an, auf welche Weise man suchen muss den 
Dimorphismus von der Isomerie zu unterscheiden, und sie lässt 
erkennen, dass, in gewissen Fällen, der eigentliche Dimorphis- 
mus, d. h. die Krystallisation identischer Molekel in zwei 
verschiedenen Erystallsystemen, je nach dem Zustand des um- 
gebenden Mittels, wohl zulässig ist, wenn er auch den augen- 
blicklich in der Mineralogie am meisten anerkannten Auf- 
fassungen widerspricht. 

Ein Bericht über die vorliegende Abhandlung wurde 
von Herrn Cauchy in der Académie des Sciences am 
6. August 1849*) verlesen (siehe Comptes rendus. Band XXIX, 
Seite 133). 

Es sei mir am Schlüsse gestattet, dem berühmten Bericht- 
erstatter zu danken für das Wohlwollen, mit dem er meine 
Arbeit gewürdigt hat. 



*) Mitglieder der Commission: die Herren Biot, Beudant, Du- 
frénoy^ Begnault, Lamé, Berichterstatter Cauchy. 



Anmerkungen, 



Die vorliegende Bravais^Bcihe Arbeit ist im Journal de 
l'École Polytechnique (T. 19, XXXIIP cahier, p. 1—128) er- 
schienen. In den Gesammelten krystallographischen Abhand- 
luDgen, welche unter dem Titel Études cristallographiques im 
Jahre 1866 herausgegeben wurden, bildet sie den zweiten 
Abschnitt. Es gingen ihr die kurze »Notiz über die sym- 
metrischen Polyeder der Geometrie« und die »Abhandlung 
über die Polyeder von symmetrischer Form« (LiouviUe\ Journ. 
de math. 14. p. 137—140 bezw. 141—180, 1849) voraus, 
deren Uebersetzung im 17. Heft der »Klassiker« veröffentlicht 
ist. Auch der neuen Uebersetzung liegt der Abdruck von 
1866 zu Grunde. 

Die Bedeutung der Bravais' BcAieu krystallographischen 
Abhandlungen und speciell der jetzt vorliegenden ist nicht 
eine rein historische. Denn sie haben nicht nur mittelbar 
oder unmittelbar die Anregung zu der weiteren Entwickelung 
auf dem Gebiete der Theorien von der Krystallstructur ge- 
geben, sondern sie müssen auch heute noch als ein sehr 
wesentlicher Bestandtheil dieser Theorien aufgefasst werden. 

Bravais selbst hat nicht vergessen, seines Vorgängers 
Frankenheim Erwähnung zu thun, der thatsächlich die 1 4 Arten 
von Schaaren schon früher gefunden. 

Was die Bezeichnungen anlangt, haben wir uns möglichst 
eng an das Original gehalten, daher auch die Ausdrücke binär, 
ternär, u. s. w. beibehalten. Nur in einem Falle erlaubten 
wir uns eine stärkere Abweichung, nämlich in Bezug auf die 
Punkte, welche bei Bravais »Sommets« heissen. Dem Vor- 
gange von Sohncke folgend, haben wir diese Punkte als Qitter- 
punkte bezeichnet, obwohl wir das aus ihnen zusammengesetzte 
Gebilde (Assemblage) nicht Raumgitter, sondern, sowohl der 
geringeren Abweichung wie der Kürze wegen, »Schaar« nannten. 
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Im Einzelnen bedarf die Abhandlung kaum weiterer Er- 
läuternngen, wenn es uns nur gelungen ist, den Sinn des Ver- 
fassers Hberall richtig wiederzugeben. Es giebt wohl wenige 
A.rl)eiten, die nach nahezu einem halben Jahrhundert die Frische 
und innere Abgeschlossenheit besitzen, welche die Bravais^sche 
.Ajrbeit auszeichnen, die wenigsten können auch wie diese, 
trotz der an Umfang und Ergebnissen reichen späteren For- 
schung, mit so grossem Nutzen fflr das Verständniss des gegen- 
'w^ärtigen Standes unserer Kenntnisse gelesen werden""). 

Herrn Dr. M. Radakovic danken wir auch hier für seine 
freundliche Durchsicht des Manuscriptes. 

Seite 7, Z. 23 t>. o. steht im Original m statt m\ 
Seite 15, Z, 6 t?. «. steht im Original OB, statt OB, 
Seite 25, Z, 14 v. o, steht im Original (20) statt (23). 
Seite 25, Z. 16 u. 18 v. w. steht im Original 

. a & sin d 

J = — 



Vh^a^ + ^» J« + 2ghab cos ö 
sin à 



V 



h^ , g^ , Igh , 



statt 

. ah %md 

Z7 = 



VÄ«a* + ^«6« — 2ghab cos ô 
sin d 



V 



Ï« + Î 1 cos Ô 

o* a* ab 



Seite 43, Z. 7 v. o, steht im Original 

^[nbpd' — pdnb) -\- rj {, , , 
statt ^[nbp d — pdnb) -f- ?; (. . . 



*) In Bezug auf die späteren Untersuchungen verweisen wir 
auf L. Sohncke, Entwickelung einer Theorie der Krystallstructur 
(Leipzig 1879), Aufsätze von Sohncke und X. Wulf in der Zeit- 
schrift für Krystallographie (z. B. X. Sohncke, Erweiterung der 
Theorie der Krystallstructur, Ztschr. f. Kryst. 14, 426, 1888), Arbeiten 
von JE. V. Fedorow (Ztschr. f. Kryst.) und das Buch von A. Schoenßiesy 
Kry stall Systeme und Krystallstructur, Leipzig 1891. 
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] 42 Anmerkungen. 

Seite 44, Z. 1 u, 2 v. o, steht im Original 

^ = 97 y = — h 

statt x= h, y = — g , 

Seite 47, Z. 15 t?. u, steht im Original A O' statt Ä O. 
Seite 49, Z. 3 v. u, steht im Original p'nm!' statt pnm'\ 
Seite 57, Z. 10 «?. o, steht im Original 

Z = + [mri')z ^ 

statt Z = + [^n'] z . 

Seite 72, Z. 13 v, u. steht im Original aD statt AD. 
Seite 114, Z. 19 v. o. steht im Original a statt er, 
Seite 120, Z. 12 v, u. steht im Original 180 — fx statt 
180 — BT. 



Druck von Breitkopf & Uartel in Leip/.ig, 



Taf. I. 



